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Abstract 
A (k,n) – arc in the finite projective PG(2,q) is defined to be the set 

K which is composed of k points such that there is a line passes through n 

points but no line can pass through more than n points. A (k,n) – arc is 

called complete if there is no (k+1,n) – arc containing it. In this research 

we have constructed and classified all the projectively distinct (k,5) – arcs 

for k = 7, 8, 9 in the projective planes PG(2,9). We proved that (k,5) – 

arcs are not complete in the projective plane PG(2, 9) for  5 k 25. We 

contructed and classified the (13,5) – arcs in the projective plane PG(2,9) 

where all of these arcs containing a conic by using a computer program . 
 

المستخمص 
 Kعة بأنّو المجمو  PG(2,q)  المنتيي ألإسقاطيفي المستوي  – (k,n)يعرف القوس 

من النقاط ولا يوجد مستقيم يمر بأكثر  nمن النقاط بحيث يوجد مستقيم يمر بـ  kالمتكونة من 
 – (k+1,n)يسمى تاماً إذا كان من غير الممكن إيجاد قوس  – (k,n)القوس  .من النقاط nمن 

 ,k = 7  لقيم اسقاطياً  المختمفة – (k,5)قمنا في ىذا البحث ببناء وتصنيف الأقواس   .يحتويو

 يتوالتامة في المس – (k,5)بَرْىَنّا عمى عدم وجود الأقواس . PG(2,9)في المستوي  9 ,8
PG(2,9)  25لقيم  k في المستوي  – (13,5)قمنا ببناء وتصنيف الأقواس   كما  5 
وقد ي حتوائيا عمى المخروطواستنتجنا صفات ىذه الأقواس وذلك با PG(2,9) ألإسقاطي

 .استخدمنا ليذا الغرض برنامج حاسوبي
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 Introductionالمقدمة    (1)

لدراسة  [9]منيم الباحث  الأقواسلقد تطرق باحثون عديدون لموضوع بناء وتصنيف 
 [13]كما درس الباحث , q=4,5  لقيم PG(2,9)في المستوي الاسقاطي  (k,3) – الأقواس
 أما PG(2,2)متضمنة الحقل الجزئي  PG(2,8)ي المستوي الاسقاطي ف (k,3) – الأقواس
. التامة والمنحنيات الجبرية الأقواسفقد درس العلاقة بين  [10]الباحث 

 

  [ 5 ]تعريف   (1-1)
F(x) = xإذا كانت 

n
 – a n-1 x

n-1
 – ... – ao   متعددة حدود أحادية, فإن المصفوفة

 n x n  ىي مصفوفة ذات بعد C(F) (Companion matrix)المرافقة 
 

 
C(F) = 

 

 
 

 [5]المبرهنة الأساسية في الهندسة الإسقاطية  (1-2)
(Fundamental Theorem of Projective Geometry) 

من النقاط  n+2مجموعتين من {p1, p2,..., pn+2}و  {p1, p2,..., pn+2}إذا كانت  (ٔ
ختارة من نفس المجموعة واقعة في من النقاط الم n+1, بحيث إنو لا يوجد PG(n,k)في 

 . i  Nn+2و  Pi = Pi Sبحيث إن  Sأولي, فإن ىناك إسقاطاً وحيداً 
إذا كانت ( Collination)تسمى استقامة  S: A  Aفإن الدالة  A = PG(n,k)ليكن  (ٕ

S =  S  حيث إن ,  عبارة عن تقابل ذاتي عمىA (Automorphism ) وS  ىو
. إسقاط

K=GF(pذا كانت بصورة خاصة إ
h
فانو    P(x)=P(x)Sو   (

2و  tij  Kو  m  Nhيوجد 
),( nNji   وt  Ko   بحيث إن

Xt   = 
mpX T 

mpX = (
mpX 0 ,

mpX1 , ..., 
mp

nX  حيث                                                                 (
T = (tij), i, j 

2

nN  

 

 [5] مبرهنة(1-3)  

في المستوي الإسقاطي  – (k,n)لمقوس  – iتمثل العدد الكمي لمقواطع  Tiلتكن 
PG(2,q)  ولتكنRi  تمثل عدد القواطعi –  لمقوس(k,n) –  عند النقطةp  التي تنتمي إلى

0    1    0    0    …..    0 

0    0    1    0    …..    0 

.      .    .      .    …..     . 

0    0    0    0    …..    1 

ao    a1    a2   a3    …..    an-1 



 فرح حازم محمد  &  عبد الخالق لازم ياسين. د

135 

وىي  Qعند النقطة  – (k,n)لمقوس   – iتمثل عدد كل القواطع  Si, ولتكن  – (k,n)القوس 
: , فان المعادلات الآتية تتحققkنقطة خارجة عن نقاط القوس 

1-    



n

i

qqTi
0

2 ;1  

         2-    



n

i

qkiTi
1

);1(  

         3-    



n

i

kkTiii
2

);1()1(  

         4-    



n

i

qRi
1

;1  

         5-    



n

i

kRii
2

;1)1(  

         6-    



n

i

qSi
0

;1  

         7-    



n

i

kiSi
1

;  

         8-     i Ti = 
p

Ri;  

         9-  (q + 1 – i) Ti = 
Q

Si;   

    
 [3]مبرهنة  (1-4)

: فإن (k,n)عبارة عن قوس تام من النمط  kإذا كان 
 (q + 1 – n) Tn   q

2
 + q + 1 – k 

 .PG(2,q) \ kالمستوي  لكل نقاط  Sn=1وتصح المساواة إذا وفقط إذا كان 

 
 [5] مبرهنة(1-5) 

. q+1ىو قوس  PG(2,q)كل مخروطي في المستوي   (1
 .يكون مخروطياً  (q+1)عدداً فردياً, فان القوس  qن عندما يكو  (2

 
  [5]مبرهنة  (1-6)

 .عدداً فردياً كل بيضوي ىو مخروطي q, عندما يكون PG(2,q)في المستوي 
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  PG (2,9)المستوي الإسقاطي ( 2)
qيحتوي عمى  PG(2,q)المستوي 

2
+q+1  ,من النقاط وعمى نفس العدد من الخطوط

من الخطوط وعميو  q+1من النقاط وكل نقطة تمر خلاليا  q+1عمى  كما وان كل خط يحتوي
تمثل عدد النقاط عمى  θ(1), حيث إن PG(2,9) ,θ(1)=10 ,θ(2) = 9فان في المستوي 
. PG(2,9)تمثل عدد النقاط في المستوي  θ(2)الخط الواحد, وأن 

 
 حدود دةالمصفوفة المرافقة لمتعد ىي  = T                          لتكن 

F (X) = X
3
 – e

2
 X

2
 – 1                                                                                                                                                                                                        

  
وىذه المصفوفة تمثل إسقاطاً دواراً في المستوي  GF(9)الحقل  في أوليىي جذر    eحيث ان

PG(2,9). 
e, –e, e ,1– ,0,1التي ىي  GF(9)سنعبر عن عناصر 

2
, –e

2
,  e

3
, –e

عمى  3
وذلك لضرورة استخداميا في البرامج الحاسوبية, . 9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1التوالي بالأرقام 

: بالشكل Tوبذلك تكون المصفوفة 
 
 
نحصل  Tفي المصفوفة   Uo = (2,1,1)ن طريق الضرب الأيمن لنقطة أولى مختارة ع

عمى نقاط المستوي الحادي والتسعين وكذلك خطوط المستوي الحادي والتسعين وكما ىو موضح 
 (.2-2) و( 1–2)في الجدولين 

 
 PG(2,9)يمثل نقاط المستوي  :(1-2)الجدول 

Pi i Pi i Pi i Pi i 

(2, 7, 7) 69 (2, 8, 6) 46 (2, 6, 4) 23 (2, 1, 1) 0 

(2, 6, 9) 70 (2, 7, 8) 47 (2, 5, 5) 24 (1, 2, 1) 1 

(2, 4, 3) 71 (2, 5, 3) 48 (2, 8, 9) 25 (1, 1, 2) 2 

(2, 3, 2) 72 (2, 3, 8) 49 (2, 4, 4) 26 (2, 1, 6) 3 

(2, 2, 4) 73 (2, 5, 8) 50 (2, 9, 9) 27 (2, 7, 6) 4 

(2,9, 5) 74 (2, 5, 7) 51 (2, 4, 9) 28 (2, 7, 4) 5 

(2, 8, 7) 75 (2, 6, 5) 52 (2, 4, 7) 29 (2, 9, 2) 6 

(2, 6, 2) 76 (2, 8, 2) 53 (2, 6, 3) 30 (2, 2, 5) 7 

(2, 2, 7) 77 (2, 2, 3) 54 (2, 3, 1) 31 (2, 8, 3) 8 

(2, 6, 7) 78 (2, 3, 4) 55 (1, 2, 3) 32 (2, 3, 5) 9 

0    1    0     

0    0    1     

1    0    e
2 

1    2    1     

1    1    2     

2    1    6 
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(2, 6, 4) 79 (2, 9, 3) 56 (2, 1, 4) 33 (2, 8, 5) 10 

(2, 9, 8) 80 (2, 3, 3) 57 (2, 9, 6) 34 (2, 8, 1) 11 

(2, 5, 4) 81 (2, 3, 9) 58 (2, 7, 2) 35 (1, 2, 8) 12 

(2, 9, 4) 82 (2, 4, 2) 59 (2, 2, 1) 36 (2, 1, 2) 13 

(2, 9, 1) 83 (2, 2, 8) 60 (1, 2, 2) 37 (2, 2, 6) 14 

(1, 2, 9) 84 (2, 5, 2) 61 (2, 1, 9) 38 (2, 7, 1) 15 

(2, 1, 8) 85 (2, 2, 2) 62 (2, 4, 6) 39 (1, 2, 7) 16 

(2, 5, 6) 86 (2, 2, 9) 63 (2, 7, 5) 40 (2, 1, 7) 17 

(2, 7, 3) 87 (2, 4, 8) 64 (2, 8, 8) 41 (2, 6, 6) 18 

(2, 3, 7) 88 (2, 5, 1) 65 (2, 5, 9) 42 (2, 7, 9) 19 

(2, 6, 1) 89 (1, 2, 5) 66 (2, 4, 1) 43 (2, 4, 5) 20 

(1, 2, 6) 90 (2, 1, 3) 67 (1, 2, 4) 44 (2, 8, 4) 21 

  (2, 3, 6) 68 (2, 1, 5) 45 (2, 9, 7) 22 

 
 PG(2,9)يمثل مستقيمات المستوي  :(2-2)الجدول 

معادلة المستقيم 
نقاط المستقيم 

المستقيم 

2 X2 89 83 65 43 36 31 15 11 1 0 L1 

2Xo 90 84 66 44 37 32 16 12 2 1 L2 

3 X1 0 85 67 45 38 33 17 13 3 2 L3 

3Xo + 7 X2 1 86 68 46 39 34 18 14 4 3 L4 

6Xo + 2X1 2 87 69 47 40 35 19 15 5 4 L5 

8Xo +9X1 +  5X2 3 88 70 48 41 36 20 16 6 5 L6 

2Xo +6X1 +  7X2 4 89 71 49 42 37 21 17 7 6 L7 

2Xo +8X1 +  5X2 5 90 72 50 43 38 22 18 8 7 L8 

3X1 + 9 X2 6 0 73 51 44 39 23 19 9 8 L9 

5Xo + 3 X2 7 1 74 52 45 40 24 20 10 9 L10 

9Xo +2X1 8 2 75 53 46 41 25 21 11 10 L11 

6Xo +8X1 +  3X2 9 3 76 54 47 42 26 22 12 11 L12 

2Xo +8X1 + 3 X2 10 4 77 55 48 43 27 23 13 12 L13 

2Xo +4X1 +  3X2 11 5 78 56 49 44 28 24 14 13 L14 

4Xo +9X1 + 2 X2 12 6 79 57 50 45 29 25 15 14 L15 

2Xo +3X1 + 3 X2 13 7 80 58 51 46 30 26 16 15 L16 

8Xo +8X1 + 4 X2 14 8 81 59 52 47 31 27 17 16 L17 

8Xo +5X1 + 5 X2 15 9 82 60 53 48 32 28 18 17 L18 

5Xo +6X1 +  2X2 16 10 83 61 54 49 33 29 19 18 L19 

4Xo +6X1 +  9X2 17 11 84 62 55 50 34 30 20 19 L20 

8Xo +8X1 +  3X2 18 12 85 63 56 51 35 31 21 20 L21 

6Xo +7X1 +  7X2 19 13 86 64 57 52 36 32 22 21 L22 

3Xo +8X1 + 9 X2 20 14 87 65 58 53 37 33 23 22 L23 

9Xo +5X1 + 3 X2 21 15 88 66 59 54 38 34 24 23 L24 

3Xo +7X1 + 3 X2 22 16 89 67 60 55 39 35 25 24 L25 

3Xo +2X1 + 6 X2 23 17 90 68 61 56 40 36 26 25 26 L 

7X1 + 6 X2 24 18 0 69 62 57 41 37 27 26 27 L 

9Xo + 3 X2 25 19 1 70 63 58 42 38 28 27 L  28 

5Xo +2X1 26 20 2 71 64 59 43 39 29 28 L  29 
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4Xo +2X1 + 8 X2 27 21 3 72 65 60 44 40 30 29 L  30 

7Xo +7X1 + 5 X2 28 22 4 73 66 61 45 41 31 30 L  31 

7Xo +7X1 + 7 X2 29 23 5 74 67 62 46 42 32 31 L  32 

9Xo +6X1 + 6 X2 30 24 6 75 68 63 47 43 33 32 L  33 

3Xo +3X1 + 9 X2 31 25 7 76 69 64 48 44 34 33 L  34 

4Xo +2X1 + 2 X2 32 26 8 77 70 65 49 45 35 34 L  35 

7Xo +6X1 + 4X2 33 27 9 78 71 66 50 46 36 35 L  36 

5Xo +4X1 + 5 X2 34 28 10 79 72 67 51 47 37 36 L  37 

9Xo +2X1 + 3 X2 35 29 11 80 73 68 52 48 38 37 L  38 

8Xo +9X1 + 2 X2 36 30 12 81 74 69 53 49 39 38 L  39 

3Xo +3X1 + 2 X2 37 31 13 82 75 70 54 50 40 39 L  40 

3Xo  38 32 14 83 76 71 55 51 41 40 L  41 

4Xo +9X1 + 3 X2 39 33 15 84 77 72 56 52 42 41 L  42 

5Xo  40 34 16 85 78 73 57 53 43 42 L  43 

3Xo +9X1 + 6 X2 41 35 17 86 79 74 58 54 44 43 L  44 

6Xo +7X1 + 4 X2 42 36 18 87 80 75 59 55 45 44 L  45 

5Xo +2X1 + 3 X2 43 37 19 88 81 76 60 56 46 45 L  46 

9Xo +4X1 + 3 X2 44 38 20 89 82 77 61 57 47 46 L47 

9Xo +4X1 + 7 X2 45 39 21 90 83 78 62 58 48 47 L48 

9Xo +6X1 + 3 X2 46 40 22 0 84 79 63 59 49 48 L49 

9X1 + 6 X2 47 41 23 1 85 80 64 60 50 49 L50 

5Xo + 3 X2 48 42 24 2 86 81 65 61 51 50 L51 

9Xo +2X1  49 43 25 3 87 82 66 62 52 51 L  52 

7Xo +5X1 + 2 X2 50 44 26 4 88 83 67 63 53 52 L  53 

8Xo +5X1 + 6 X2 51 45 27 5 89 84 68 64 54 53 L  54 

8Xo +6X1 + 3 X2 52 46 28 6 90 85 69 65 55 54 L  55 

3X1 + 9 X2 53 47 29 7 0 86 70 66 56 55 L  56 

5Xo + 3 X2 54 48 30 8 1 87 71 67 57 56 L  57 

9Xo +2X1  55 49 31 9 2 88 72 68 58 57 L  58 

6Xo +8X1 + 3 X2 56 50 32 10 3 89 73 69 59 58 L  59 

5Xo +7X1 + 2 X2 57 51 33 11 4 90 74 70 60 59 L  60 

5X1 + 7 X2 58 52 34 12 5 0 75 71 61 60 L  61 

2Xo + 3 X2 59 53 35 13 6 1 76 72 62 61 L  62 

3Xo +2X1  60 54 36 14 7 2 77 73 63 62 L  63 

4Xo +9X1 + 8 X2 61 55 37 15 8 3 78 74 64 63 L  64 

9Xo +3X1 + 2 X2 62 56 38 16 9 4 79 75 65 64 L  65 

6Xo +4X1 + 2 X2 63 57 39 17 10 5 80 76 66 65 L66 

6Xo +8X1 + 6 X2 64 58 40 18 11 6 81 77 67 66 L67 

4Xo +2X1 + 4 X2 65 59 41 19 12 7 82 78 68 67 L  68  

2Xo +5X1 + 3 X2 66 60 42 20 13 8 83 79 69 68 L69 

3Xo +9X1 + 3 X2 67 61 43 21 14 9 84 80 70 69 L70 

2Xo +7X1 + 4 X2 68 62 44 22 15 10 85 81 71 70 L71 

2Xo +4X1 + 9 X2 69 63 45 23 16 11 86 82 72 71 L72 

7Xo +8X1 + 3 X2 70 64 46 24 17 12 87 83 73 72 L73 

4Xo +6X1 + 5 X2 71 65 47 25 18 13 88 84 74 73 L74 

3Xo +7X1 + 5 X2 72 66 48 26 19 14 89 85 75 74 L75 

3Xo +6X1 + 3 X2 73 67 49 27 20 15 90 86 76 75 L76 

6X1 + 2 X2 74 68 50 28 21 16 0 87 77 76 L77 

7Xo + 3 X2 75 69 51 29 22 17 1 88 78 77 L78 

7Xo +2X1  76 70 52 30 23 18 2 89 79 78 L79 

7Xo +7X1 + 2 X2 77 71 53 31 24 19 3 90 80 79 L80 

7X1 + 7 X2 78 72 54 32 25 20 4 0 81 80 L81 

4Xo + 3 X2 79 73 55 33 26 21 5 1 82 81 L82 

8Xo +2X1  80 74 56 34 27 22 6 2 83 82 L83 

8Xo +2X1 + 5 X2 81 75 57 35 28 23 7 3 84 83 L84 
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8Xo +9X1 + 3 X2 82 76 58 36 29 24 8 4 85 84 L85 

6Xo +9X1 + 8 X2 83 77 59 37 30 25 9 5 86 85 L86 

9Xo +9X1 + 3 X2 84 78 60 38 31 26 10 6 87 86 L87 

8Xo +2X1 + 2 X2 85 79 61 39 32 27 11 7 88 87 L88 

4Xo +8X1 + 3 X2 86 80 62 40 33 28 12 8 89 88 L89 

2Xo +6X1 + 3 X2 87 81 63 41 34 29 13 9 90 89 L90 

4X1 + 8 X2 88 82 64 42 35 30 14 10 0 90 L91 

 

لبناء وتصنيف   k=7استخدام الطريقة المتسمسمة مبتدئين بـ  البحثلقد تم في ىذا 
ثم أخذنا النقاط الأربعة  k=7بدأنا بالقيمة ( 2–1) ةالمبرىنة الأساسي, حسب – (k,5)الأقواس 

, ثم اخترنا أحد القواطع U0=(2,1,1),U1=(1,2,1) ,U2=(1,1,2),U3=(2,2,2)في المستوي 
أخذنا     U0U1لمقاطع  الأخرىالثمانية  ومن النقاط U0U1ن مختارتين وليكن الثنائية لنقطتي

المجاميع المختمفة المتكونة من ثلاث نقاط وأضفناىا إلى مجموعة النقاط الأربع فتكونت لدينا 
لكل قوس ( Group of projectivite), وكذلك قمنا بإيجاد زمرة الإسقاطات – (7,5)الأقواس 

– (k,5) حيث إنk = 7, 8, 9. باستخدام البرنامج الحاسوبي .
 
  PG (2,9)في  – (7,5)بناء وتصنيف الأقواس  ( 1-2)

  -وىي تمثل القوس {U0,U1,U2,U3}نبدأ بأربع نقاط ىي  – (7,5)لبناء الأقواس 
ٗ   (4–arc)  لمقوس المتكون من  اً مختار 2 –قمنا بإضافة كل ثلاث نقاط معاً من أي قاطع

لممستوي والتي تمر بالنقاط الأربع أعلاه, ثم قمنا  – (7,5)تتكون كل الأقواس النقاط الأربع ف
إلى المتجيات الإحداثية لكي يكون بإمكان البرنامج تقبميا, وبعد  – (7,5)بتحويل ىذه الأقواس 

. المختمفة إسقاطياً بدلالة المتجيات الإحداثية – (7,5)تنفيذ البرنامج عمييا حصمنا عمى الأقواس 
( 3-2)قوساً كما في الجدول ( 51)المختمفة إسقاطياً ىو  – (7,5)تبين ان عدد الأقواس  وقد

وىي اكبر زمرة في حين وجد أن  C2 X C4أقواس منيا تمتمك زمرة من نوع ( 8)حيث وجد أن 
قوساً تمتمك زمرة من نوع  (28), في حين كان ظيور C2 X C2قوساً تمتمك زمرة من نوع  (15)

C2  حاسوبيىي أقواس غير تامة  باستخدام برنامج  – (7,5)جميع الأقواس عمماً ان .
إن جميع الأقواس المتكونة تمتمك قاطعاً خماسياً وحيداً وبذلك تكون الأشكال اليندسية 
المختمفة للأقواس ىي إثنان أحدىما يمتمك قاطعاً ثلاثياً واحداً والآخر لا يمتمك قاطعاً ثلاثياً كما 

 (.2) و( 1)في الشكمين 

 
 

 
 (2)الشكل                                     (1)الشكل 
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الذي يمتمك اكبر زمرة ىي   (28)إن القوس 
 

                                                  ,       
 

    
  ( .1)وىو مكافئ لمشكل       

 (3-2)الجدول 

G G Distinct (7, 5) – arcs i 

2 C2 31 15 11 62 2 1 0 1 

4 C2 X C2 36 15 11 62 2 1 0 2 

4 C2 X C2 43 15 11 62 2 1 0 3 

2 C2 65 15 11 62 2 1 0 4 

2 C2 83 15 11 62 2 1 0 5 

2 C2 89 15 11 62 2 1 0 6 

2 C2 36 31 11 62 2 1 0 7 

8 C2 X C4 43 31 11 62 2 1 0 8 

4 C2 X C2 65 31 11 62 2 1 0 9 

2 C2 83 31 11 62 2 1 0 10 

4 C2 X C2 89 31 11 62 2 1 0 11 

2 C2 43 36 11 62 2 1 0 12 

4 C2 X C2 65 36 11 62 2 1 0 13 

8 C2 X C4 83 36 11 62 2 1 0 14 

2 C2 89 36 11 62 2 1 0 15 

2 C2 65 43 11 62 2 1 0 16 

4 C2 X C2 89 43 11 62 2 1 0 17 

2 C2 83 65 11 62 2 1 0 18 

2 C2 89 65 11 62 2 1 0 19 

8 C2 X C4 89 83 11 62 2 1 0 20 

2 C2 36 31 15 62 2 1 0 21 

4 C2 X C2 43 31 15 62 2 1 0 22 

4 C2 X C2 65 31 15 62 2 1 0 23 

8 C2 X C4 89 31 15 62 2 1 0 24 

2 C2 43 36 15 62 2 1 0 25 

2 C2 65 36 15 62 2 1 0 26 

4 C2 X C2 83 36 15 62 2 1 0 27 

8 C2 X C4 89 36 15 62 2 1 0 28 

8 C2 X C4 65 43 15 62 2 1 0 29 

2 C2 83 43 15 62 2 1 0 30 

4 C2 X C2 83 65 15 62 2 1 0 31 

2 C2 89 65 15 62 2 1 0 32 

2 C2 89 83 15 62 2 1 0 33 

2 C2 43 36 31 62 2 1 0 34 

2 C2 65 36 31 62 2 1 0 35 

2 C2 83 36 31 62 2 1 0 36 

2 C2 89 36 31 62 2 1 0 37 

4 C2 X C2 83 43 31 62 2 1 0 38 

2 C2 89 43 31 62 2 1 0 39 

8 C2 X C4 83 65 31 62 2 1 0 40 

3   1   2 

1   3   2 

1   1   2 

5   9   2 

9   5   2 

1   1   2 
G = 
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2 C2 89 65 31 62 2 1 0 41 

4 C2 X C2 89 83 31 62 2 1 0 42 

8 C2 X C4 65 43 36 62 2 1 0 43 

4 C2 X C2 83 43 36 62 2 1 0 44 

2 C2 83 65 36 62 2 1 0 45 

4 C2 X C2 89 65 36 62 2 1 0 46 

2 C2 89 83 36 62 2 1 0 47 

2 C2 83 65 43 62 2 1 0 48 

2 C2 89 65 43 62 2 1 0 49 

2 C2 89 83 43 62 2 1 0 50 

4 C2 X C4 89 83 65 62 2 1 0 51 

 
 

 PG(2,9)في  (8,5) -بناء وتصنيف الأقواس  (2-2)
عمى             حاسوبيبرنامج  نحتاج إلى تطبيق( 8,5) -لبناء الأقواس 

المختمفة إسقاطياً وتحويل الناتج بدلالة المتجيات الإحداثية لكي تستخدم في ( 5,7) -الأقواس  
-2)كما في الجدول ( 8,5) -النمط  قوساً مختمفة إسقاطياً ومن (162)البرنامج لنحصل عمى 

يوجد قوسان يمتمكان زمرة من  عمى حين C2قوساً تمتمك زمرة من نوع  (33)حيث وجد أن ( 4
 I (Identity .), والباقي ىي زمرة تافية C4نوع 

  
( 4-2)الجدول 

G G 
Distinct (8, 5) - arcs 

i 

2 C2 16 31 15 11 62 2 1 0 12 

2 C2 48 31 15 11 62 2 1 0 35 

2 C2 61 31 15 11 62 2 1 0 43 

2 C2 7 36 15 11 62 2 1 0 59 

2 C2 8 36 15 11 62 2 1 0 60 

2 C2 10 36 15 11 62 2 1 0 62 

2 C2 17 36 15 11 62 2 1 0 64 

2 C2 22 36 15 11 62 2 1 0 65 

2 C2 23 36 15 11 62 2 1 0 66 

2 C2 30 36 15 11 62 2 1 0 71 

2 C2 35 36 15 11 62 2 1 0 72 

2 C2 37 36 15 11 62 2 1 0 73 

2 C2 44 36 15 11 62 2 1 0 76 

2 C2 53 36 15 11 62 2 1 0 81 

2 C2 58 36 15 11 62 2 1 0 84 

2 C2 72 36 15 11 62 2 1 0 89 

2 C2 73 36 15 11 62 2 1 0 90 

2 C2 74 36 15 11 62 2 1 0 91 

2 C2 79 36 15 11 62 2 1 0 92 

2 C2 86 36 15 11 62 2 1 0 95 

2 C2 6 43 15 11 62 2 1 0 98 

2 C2 7 43 15 11 62 2 1 0 99 

2 C2 9 43 15 11 62 2 1 0 10

1 

2 C2 14 43 15 11 62 2 1 0 10
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3 

2 C2 23 43 15 11 62 2 1 0 10

7 

2 C2 35 43 15 11 62 2 1 0 11

1 

2 C2 44 43 15 11 62 2 1 0 11

5 

2 C2 56 43 15 11 62 2 1 0 12

1 

2 C2 58 43 15 11 62 2 1 0 12

3 

2 C2 73 43 15 11 62 2 1 0 12

9 

2 C2 80 43 15 11 62 2 1 0 13

2 

2 C2 86 43 15 11 62 2 1 0 13

4 

4 C4 7 43 31 11 62 2 1 0 15

5 

4 C4 7 83 36 11 62 2 1 0 15

8 

 

. الذي يمتمك اكبر زمرة  (8,5)–يوضح القوس  (3)وفيما يأتي الشكل 
 
 
 

 
 
 
( 3)الشكل 

 

 PG(2,9)في  (9,5) -بناء وتصنيف الأقواس  (3-2)
حيث نقوم بتطبيق برنامج عمى ( 8,5) -نفس الطريقة التي تم بيا بناء الأقواس  بإتباع

لكي نحصل عمى  حاسوبي  برنامج قوساً ومن ثم (162)التي عددىا ( 8,5) -الأقواس 
 (79)حيث وجدان ( 5-2)كما في الجدول ( 9,5) -قوساً مختمفة إسقاطياً ومن النمط  (1290)

في حين وجد  C2 X C2أقواس تمتمك زمرة من نوع  (4), ووجد ان C2قوساً تمتمك زمرة من نوع 
كذلك قوس و C8وقوس واحد يمتمك زمرة من نوع  C4ن يمتمكان زمرة من نوع يقوسىناك أن 

 .والباقي ىي زمرة تافية C2 X C8واحد يمتمك زمرة من نوع 
 

  0              1              11           36            83 

2 

62 
54 



 فرح حازم محمد  &  عبد الخالق لازم ياسين. د

143 

( 5-2)الجدول 
G G 

Distinct (9, 5) – arcs 
i 

2 C2 26 3 31 15 11 62 2 1 0 22 

2 C2 81 4 31 15 11 62 2 1 0 132 

2 C2 68 5 31 15 11 62 2 1 0 182 

2 C2 48 6 31 15 11 62 2 1 0 228 

2 C2 56 6 31 15 11 62 2 1 0 236 

2 C2 61 6 31 15 11 62 2 1 0 241 

2 C2 30 8 31 15 11 62 2 1 0 310 

2 C2 76 8 31 15 11 62 2 1 0 333 

2 C2 84 8 31 15 11 62 2 1 0 337 

2 C2 19 10 31 15 11 62 2 1 0 342 

2 C2 48 12 31 15 11 62 2 1 0 399 

2 C2 18 13 31 15 11 62 2 1 0 414 

2 C2 38 13 31 15 11 62 2 1 0 423 

2 C2 46 13 31 15 11 62 2 1 0 427 

2 C2 69 13 31 15 11 62 2 1 0 438 

2 C2 72 13 31 15 11 62 2 1 0 439 

2 C2 23 16 31 15 11 62 2 1 0 446 

2 C2 33 16 31 15 11 62 2 1 0 449 

2 C2 47 16 31 15 11 62 2 1 0 453 

2 C2 49 16 31 15 11 62 2 1 0 455 

2 C2 51 16 31 15 11 62 2 1 0 456 

4 C2 X C2 58 16 31 15 11 62 2 1 0 457 

2 C2 33 18 31 15 11 62 2 1 0 493 

2 C2 34 21 31 15 11 62 2 1 0 525 

2 C2 47 22 31 15 11 62 2 1 0 551 

2 C2 38 24 31 15 11 62 2 1 0 564 

2 C2 45 27 31 15 11 62 2 1 0 572 

2 C2 35 32 31 15 11 62 2 1 0 586 

2 C2 48 32 31 15 11 62 2 1 0 590 

2 C2 57 32 31 15 11 62 2 1 0 593 

2 C2 72 32 31 15 11 62 2 1 0 595 

2 C2 44 35 31 15 11 62 2 1 0 599 

2 C2 56 35 31 15 11 62 2 1 0 602 

2 C2 55 46 31 15 11 62 2 1 0 614 

2 C2 84 48 31 15 11 62 2 1 0 620 

2 C2 67 57 31 15 11 62 2 1 0 623 

2 C2 23 3 36 15 11 62 2 1 0 643 

2 C2 25 3 36 15 11 62 2 1 0 644 

2 C2 32 3 36 15 11 62 2 1 0 649 

2 C2 54 3 36 15 11 62 2 1 0 668 

2 C2 12 4 36 15 11 62 2 1 0 703 

2 C2 61 4 36 15 11 62 2 1 0 735 

2 C2 69 4 36 15 11 62 2 1 0 737 

2 C2 6 5 36 15 11 62 2 1 0 747 

2 C2 13 5 36 15 11 62 2 1 0 750 

2 C2 68 5 36 15 11 62 2 1 0 776 

2 C2 90 5 36 15 11 62 2 1 0 787 

2 C2 54 7 36 15 11 62 2 1 0 796 

2 C2 24 8 36 15 11 62 2 1 0 801 

2 C2 32 8 36 15 11 62 2 1 0 804 
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2 C2 37 8 36 15 11 62 2 1 0 805 

2 C2 38 8 36 15 11 62 2 1 0 806 

2 C2 44 8 36 15 11 62 2 1 0 807 

4 C2 X C2 84 8 36 15 11 62 2 1 0 811 

2 C2 37 9 36 15 11 62 2 1 0 817 

2 C2 78 9 36 15 11 62 2 1 0 833 

2 C2 80 9 36 15 11 62 2 1 0 835 

2 C2 39 10 36 15 11 62 2 1 0 840 

2 C2 45 10 36 15 11 62 2 1 0 841 

2 C2 48 10 36 15 11 62 2 1 0 843 

2 C2 58 10 36 15 11 62 2 1 0 846 

2 C2 50 18 36 15 11 62 2 1 0 853 

2 C2 72 18 36 15 11 62 2 1 0 856 

2 C2 48 23 36 15 11 62 2 1 0 865 

2 C2 53 23 36 15 11 62 2 1 0 869 

2 C2 52 28 36 15 11 62 2 1 0 879 

2 C2 64 28 36 15 11 62 2 1 0 880 

2 C2 84 28 36 15 11 62 2 1 0 882 

2 C2 39 28 36 15 11 62 2 1 0 884 

2 C2 49 28 36 15 11 62 2 1 0 885 

2 C2 54 28 36 15 11 62 2 1 0 886 

4 C2 X C2 58 35 36 15 11 62 2 1 0 889 

2 C2 74 58 36 15 11 62 2 1 0 890 

2 C2 79 58 36 15 11 62 2 1 0 891 

2 C2 86 58 36 15 11 62 2 1 0 892 

4 C2 X C2 86 79 36 15 11 62 2 1 0 893 

2 C2 54 7 43 15 11 62 2 1 0 896 

2 C2 78 9 43 31 11 62 2 1 0 898 

4 C4 41 3 36 31 11 62 2 1 0 905 

2 C2 54 7 36 31 11 62 2 1 0 922 

2 C2 32 13 36 31 11 62 2 1 0 957 

4 C4 57 13 36 31 11 62 2 1 0 962 

2 C2 66 71 36 31 11 62 2 1 0 1117 

8 C8 14 7 43 31 11 62 2 1 0 1169 

4 C4 54 7 43 31 11 62 2 1 0 1170 

16 C2 X C8 63 7 43 31 11 62 2 1 0 1171 

2 C2 90 56 83 36 11 62 2 1 0 1260 

 
. الذي يمتمك اكبر زمرة( 9,5) -يوضح القوس  (4)وفيما يأتي الشكل 

 
 
 
 
 
  

 0              1             11            36                   83 

62 

7 

4 

63 
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 (4)الشكل 
 
 
 
الحدود الدنيا للأقواس التامة ( 3)
: مبرهنة ( 3 -1)

.  PG(2,9)  في  k5ٕ٘التامة غير موجودة كل  ( k,5) -إن الأقواس 
 

: البرهان 

-ٗ)ىي أقواس غير تامة, البرىان مباشرة باستخدام المبرىنة  k = 5, ..., 21عندما يكون :  أولاً 
ٔ .)

 
 k = 22عندما يكون :  ثانياً 

      T5             (A) .…… 14    نحصل عمى( ٔ-ٗ)من المبرىنة 
ى منيا نحصل عل( ٘), (ٗ)المعادلات ( ٔ-ٖ)باستخدام المبرىنة 

R1 + R2 + R3 + R4 + R5 = 10 ………. (4) 

R2 + 2 R3 + 3 R4 + 4 R5 = 21 ……….(5) 

                                                          R3 – R1 + 2 R4 + 3 R5 = 11 

 بالجدول الآتي يمكن تمثيميا (5)و  (4)ان كل الحمول غير السالبة التي تحقق           
 

R5 R4 R3 R2 R1  نوع النقطة

3 1 0 6 0 a1 

3 0 3 3 1 a2 

3 1 3 0 3 a3 

3 3 0 0 4 a4 

2 2 1 5 0 a5 

2 4 0 1 3 a6 

1 5 0 2 2 a7 

0 6 0 3 1 a8 

0 7 0 0 3 a9 
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(  ٛ)المعادلة ( ٔ-ٖ)وبالاستفادة من المبرىنة 
5T5 = 3 (a1 + a2 + a3 + a4) + 2 (a5 + a6) + a7 
 

  3 (


9

1i

ia )                          T5   13 ……. (B) 

 . نحصل عمى التناقض( B)و ( A)من 
  في ( 22,5)لا يوجد قوس تام من النمطPG(2,9) 

 k = 23, 24, 25 عندما يكون :  ثالثاً 
برنامج الحاسوبي  أثبتنا عدم وجود الأقواس التامة   باستخدام     
 25لقيم    k   23 

 
 فإن القوس الذي نقاطو k = 26عندما يكون :  رابعاً 

 

ٖٔ ٕٔ ٔٔ ٔٓ ٜ ٖ ٕ ٓ 
ٖٗ ٗٓ ٖٜ ٖٗ ٖٔ ٕٜ ٕ٘ ٕٔ 
ٖٛ ٚٚ ٚٙ ٖٚ ٚٓ ٙٔ ٘ٛ ٘ٔ 
      ٛٚ ٛ٘ 

ىو قوس تام 
 

 

المخروطيات ( 4)
 [2] مبرهنة( 1-4)

عدد التربيعات المختمفة إسقاطياً إما واحد أو اثنان بالاعتماد  PG(2,q)في المستوي 
: ىذه التربيعات تكون بالصيغ الآتية. فيما إذا كانت زوجية أو فردية qعمى قيمة 

1(  n = 2j, j   0 :  2 j = V (X
2
 0 + X1 X2 + X2 j – 1 X2j)  

2(  n = 2j – 1; j   1 :  2j – 1= V (X0 X1 + XX2j – 2 X2 j –1) 

γ2j–1 = V (ƒ (X0, X1) + X2 X3 + X4 X5 + ... + X2 j - 2j - 1) 
 

ة حدود غير القابمة لمتحميل ذات صيغة ثنائية تربيعية  متعدد ƒحيث أن  
وان  2 j  , 2j – 1 , γ2j–1  ًتسمى عمى التوالي قطعاً مكافئاً, قطعااُ زائداً, قطعاً ناقصا. 

 
 [5]مبرهنة ( 4 -2)

يكون بالصيغ العامة الآتية  PG(2,q)المخروطي في المستوي 
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1( V( 2

oX  + X1X2)     all q; 

2( V( 2

oX  - X1X2)      all q; 

3( V(a0 X
2

0 + a1 X
2

1 + a2 X
2

2)      a0 a1 a2   0, q  odd; 

4( V(X
2

0 + X
2
1 + X

2
2)                    q  odd; 

 

 

 

المحتوية عمى المخروطي  – (13,5)بناء وتصنيف الأقواس ( 4 -3)
ان المخروطي الذي وقع عميو اختيارنا لو معادلة 

C = V (- 2X0X1+X0X2+X1X2) 

  PG(2,q)وىذا المخروطي يكافئ إسقاطياً جميع المخروطيات الباقية في المستوي 
د وذلك وىو بالتحديد يسيل عمينا تصنيف الأقواس التي تحتويو فيما بع( أولاً  –( ٗ -ٕ)مبرىنة )

والتي تسمح لمبرنامج بالعمل عمى أيجاد ( U0,U1,U2,U3)لاحتوائو عمى الأربع نقاط الأساسية 
. الأقواس المختمفة إسقاطياً 

المحتوية عمى المخروطي لابد بالبداية إيجاد كل  – (13,5)لكي نقوم ببناء الأقواس 
وبعد ذلك  {70 ,64 ,51 ,40 ,34 ,21 ,62 ,2 ,1 ,0}نقاط ىذا المخروطي وىي النقاط 

: ومن ثم القيام بالعممية الآتية( 2-2)تأشيرىا في الجدول 
بأخذ كل ,  2 –وىي إضافة ثلاث نقاط لا تنتمي لممخروطي من كل خط من نوع قاطع 

ضافتياالأزواج غير المرتبة من النقاط العشرة الباقية من كل خط  عمى حدة إلى نسخة من  وا 
المحتوية عمى المخروطي قيد البحث ولكي ( ٘,ٖٔ) -واسالمخروطي ستتكون لدينا كل الأق

المختمفة إسقاطياً نحوليا إلى متجيات إحداثية لكي يتم استخدام – (13,5)نستخرج الأقواس
كما في الجدول  – (13,5)قوساً مختمفة إسقاطياً من النمط ( ٙ٘)البرنامج  وبذلك نحصل عمى 

أقواس تمتمك زمرة ( ٙ)وكذلك وجد ان  C2نوع  قوساً تمتمك زمرة من( ٖٔ)حيث وجد ان ( 2-6)
. Iوالباقي ىي زمرة تافية  C2 X C2من نوع 

 

 (6-2)الجدول 

G G Distinct (13, 5) – arcs containing group conic i 

2 C2 31 15 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 1 

2 C2 36 15 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 4 

2 C2 83 15 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 5 

2 C2 89 15 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 6 

2 C2 36 31 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 7 

2 C2 43 31 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 8 

4 C2XC2 65 31 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 9 

2 C2 83 31 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 10 

4 C2XC2 65 36 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 13 
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2 C2 83 36 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 14 

2 C2 89 36 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 15 

2 C2 89 65 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 20 

2 C2 89 83 11 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 21 

2 C2 83 31 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 25 

4 C2XC2 89 31 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 26 

2 C2 43 36 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 27 

2 C2 65 36 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 28 

4 C2XC2 89 36 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 30 

2 C2 65 43 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 31 

2 C2 83 43 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 32 

2 C2 89 43 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 33 

2 C2 89 65 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 35 

2 C2 89 83 15 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 36 

2 C2 43 36 31 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 37 

2 C2 65 36 31 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 38 

2 C2 83 36 31 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 39 

4 C2XC2 65 43 31 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 41 

2 C2 83 43 31 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 42 

2 C2 89 43 31 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 43 

2 C2 83 65 31 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 44 

2 C2 89 65 31 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 45 

2 C2 65 43 36 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 47 

4 C2XC2 83 43 36 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 48 

2 C2 83 65 36 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 50 

2 C2 89 83 36 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 52 

2 C2 89 65 43 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 54 

2 C2 89 83 65 70 64 51 40 34 21 62 2 1 0 55 

 

الذي يمتمك اكبر زمرة حيث أن ىذا القوس  – (13,5)يوضح القوس ( ٘)وفيما يأتي الشكل 
 iحيث   -i  يمتمك قاطعاً خماسياً وحيداً الممثل بالون الغامق ولا يمتمك قواطع رباعية أما القواطع

 .فيي موجودة 3 ,2 ,1 ,0 =
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

22 

32 

2 

41 

65 

52 

1 

3 

63 

71 

35 



 فرح حازم محمد  &  عبد الخالق لازم ياسين. د

149 

 

 

 

 

 

 

 
 (5)الشكل 
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