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Abstract 

 The electron distribution function for gallium arsenide GaAs was calculated by using the 

Boltzmann transition equation in the central valley  <000  >  , for a range of low fields relative to the 

threshold field (E0 = 5.95Kv/cm) (0.3-1)E0. To obtain the distribution function, the Boltzmann transport 

equation was solved using a mechanism that combines the analytical and numerical methods. Analytical 

method involving extension of the Legendre polynomial was used and the effect of polar optical scattering 

was introduced as the dominant scattering mechanism in this research, as well as the effect of an 

asymmetric energy band structure with spherical energy surfaces in the central valley. After obtaining a 

partial differential equation of the second order, it is solved numerically after separation process for the 

variables using the direct matrix method in energy space by building a mathematical program using 

MATLAB. In this study, a system with dimensions of 360 × 360 was built, and the rate of change in 

energy was taken as = 0.001.The computational system was tested by applying low electric fields, and 

the distribution function that was obtained had a Maxwellian distribution at very low fields, and it shifted 

from the Maxwellian distribution at higher fields close to the threshold field, and the results obtained were 

agree with previous results. While this system did not give accurate results at the high-electric fields. 

 

keywords: Boltzmann distribution function, Polar Optical Scattering, Legendre polynomial and gallium 

arsenide. 

  

 للانتقال معادلة بولتزمانحل  برسنايد الكاليوم عند المجالات الواطئة لا حساب دالة توزيع الإلكترونات

 
 صالحلي عباس محمد ، عنورة أنور محمد جميل

 
 قسم الفيزياء، كلية التربية للعلوم الصرفة، جامعة العراق، موصل، العراق 

 

 الخلاصة
 في منخفض الطاقة المركزي بولتزمان  الانتقال لمعادلة    باستخدام  GaAs  لارسنايد الكاليوم  الإلكتروناتدالة التوزيع  حساب  تم   

〈000〉    .  نسبة إلى مجال العتبة  ولمدى من المجالات الواطئة(E0= 5.95Kv/cm)  (0.3-1)E0  .حل  تم    على دالة التوزيع  للحصول
التحليلية المتضمنة    استخدمتإذ  العددية.    يقةالتحليلية والطر   يقةتجمع بين الطر   لية آ  باستخدام  معادلة الانتقال لبولتزمان اتساع  الطريقة 
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فضلا عن تأثير تركيب حزمة الطاقة    هذا البحثفي    المهيمنةإدخال تأثير الاستطارة البصرية القطبية كألية استطارة  و متعددة حدود لاجندر  
تم ي معادلة تفاضلية جزئية من الدرجة الثانية على الحصول بعد.  غير المتكافئة ذات السطوح الطاقة الكروية في منخفض الطاقة المركزي 

فصل  عد  حلها عملية  إجراء  بعد  المصفوفة لديا  طريقة  باستخدام  الطاق  لمتغيرات  فضاء  في  حسابي  ة  المباشرة  برنامج    خدامتباسبأنشاء 
MATLAB  .في الطاقة    معدل التغير  وأخذ  360×360  بناء منظومة ذات أبعاد  في هذه الدراسة  تم= 0.001اختبار المنظومة   . ثم 
بتسليط مجالات كهربائية منخفضة وكانت دالة التوزيع التي تم الحصول عليها ذات توزيع ماكسويلي عند المجالات الواطئة    الحسابية وذلك

وكانت النتائج التي تم الحصول عليها متفقة مع نتائج    جدا ويزاح عن توزيع ماكسويل عند المجالات الأعلى والقريبة من مجال العتبة
 ه المنظومة نتائج دقيقة عند المجالات المسلطة العالية. هذ في حين لم تعط   سابقة.

 
 .ارسنايد الكاليوم وحدود لاجندر متعدد   القطبية،الاستطارة البصرية  بولتزمان،دالة توزيع الكلمات المفتاحية: 

 

    Introductionالمقدمة:  .1

إذ يمكن  الحل التقريبي والذي يعرف بالمعالجة شبه الكلاسيكية   أمبدعلى   تالموصلا أشباه نبائطالدراسات تحليل  معظميتم بناء  
تركيب أو  تأثير الكتلة الفعالة    ويستخدمقوانين نيوتن من دون معالجة للجهد البلوري،    باستخدامالشحنة    تلحاملا  القوى الحركيةوصف  

تتحكم دالة    .[1],[2] ت الشحنةاستطارة حاملا  التعامل معويمكن بواسطة الميكانيك الكمي  ،  جهد البلوري تأثير ال  لمعالجة   حزمة الطاقة 
في النبائط ذات السرع العالية التي تحتاج إلى    دورا مهما    الإلكتروناتتوزيع حاملات الشحنة بخصائص الانتقال للإلكترونات، إذ تلعب  

كدوال لمتغيرات عديدة مثل المجالات الكهربائية   Drift Velocityسرعة الانجراف  و   Mobilityمعرفة خواص الانتقال مثل التحركية  
بلورية أو بسبب ووجود الشوائب داخل  الوالمغناطيسية ودرجات الحرارة والاتجاهات البلورية. تستطار الكترونات نتيجة لاهتزازات الشبيكة  

لمعادلة بولتزمان   Modelingإجراء نمذجة  البلورة وبدورها توثر على دالة التوزيع وتجعلها في حالة غير مستقرة )مضطربة(، لذلك يجب  
حرارية،   كهربائية،شبه الكلاسيكية للحصول على دالة التوزيع في حالة وجود قوى خارجية مؤثرة على شبه الموصل وتكون هذه القوى إما  

في حالة التوازن      Degenerate Semiconductors  دالة توزيع الإلكترونات لأشباه الموصلات المنحلة  تخضعو    [3] .مغناطيسية  أو
ماكسويل في أشباه الموصلات غير المنحلة والذي  تخضع لتوزيع  في حين يراك د -)أي في حالة غياب القوى الخارجية( لإحصاء فيرمي
العديد من نماذج الحل الرياضية لمعادلة بولتزمان منها تحليلية   هناك .[1],[4] الطاقة يعطي احتمالات اكثر لتوزيع الإلكترونات في فضاء  

حزمة   تمتلكلأحيان وخصوصا عندما لا في بعض ا دقيقةوالتي تعد طريقة سهلة للحل ولكنها تكون غير   زمن الاسترخاءتقريب  باستخدام
ال بالدراسة تماثلا كرويا وكذلك عندما تكون  المعنية  المهيمنة غير مرنة  الطاقة  ن  وتعد طريقة فصل متغيرات م.  [5],[6]ية الاستطارة 

 Rode Iterative  رود التكراريةالطرائق العددية بشكل واسع في الحل ومنها طريقة     استخدام الشائعة للحل أيضا وكذلك يمكن    الطرائق

Method  [7]  الطريقة التحليلية والحصول    وفي هذا البحث تم استخدام .[8]ي أعطت نتائج دقيقة إلى حد كبير  وطريقة مونت كارلو الت
دقة عالية في حساب داله التوزيع الإلكترونات  و طريقة حسابية ذات كفاءة    باستخدام  على معادلة خطية تفاضلية جزئية من الرتبة الثانية

إذ تم الأخذ بنظر الاعتبار وجود   ,عن طريق حل معادلة بولتزمان شبه كلاسيكية  GaAsلشبه الموصل المركب ارسنايد الكاليوم النقي  
وبعد إجراء الاشتقاقات المناسبة   ا.هناك تغير في درجة الحرارة أيض  تأثير مجال كهربائي واطئ وعدم وجود تأثير للمجال مغناطيسي وليس

وفصل المتغيرات يتم حل هذه المعادلة عدديا باستعمال طريقة المصفوفة المباشرة في فضاء الطاقة للحصول على دالة التوزيع المتضمنة 
ركزي لانتقال الإلكترونات في نفس منخفض الطاقة الم  وذلك  Polar Optical Phononsتأثير استطارة الفونونات القطبية البصرية فقط  

 . [5],[9]والذي يكون ذا تماثل كروي 
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 حل معادلة الانتقال لبولتزمان عند المجال الواطئ:  .2

Solve the Boltzmann Transport Equation (BTE) at Low Field  

 

      Analytical Formalism of the BTE   الصياغة التحليلية لمعادلة الانتقال لبولتزمان: .2-1

 

حالة الاتزان في  ة  القياسية لانتقال حاملات الشحن بولتزمان  معادلة  باستخداميتم الحصول على دالة التوزيع في فضاء الزخم    
 : [3]والتي تعطى بالصيغة الأتية GaAsسنايد الكاليوم ر )الحالة المستقرة( في شبه الموصل المركب ا

𝜕𝑓(�⃗� )

𝜕𝑡
+ 𝑣 . �⃗� 𝑟𝑓(�⃗� ) −

𝑒�⃗� 

ℏ
 ∇⃗⃗ 𝑘𝑓(�⃗� ) = |

𝜕𝑓(�⃗� )

𝜕𝑡
|
𝑐𝑜𝑙𝑙

                                                  (1) 

دالة التوزيع للإلكترون في منخفض الطاقة المركزي في حزمة التوصيل  ويرمز للمجال    𝑓(𝑘)وتمثل  متجه موجة الإلكترون،     �⃗� إذ يمثل  
يمثلان الانحدار بالنسبة لمتجه الموجة والانحدار بالنسبة للموقع على التوالي. يدعى الجزء    �⃗� 𝑘 و  𝑟 ⃗⃗∇و أما         �⃗�الكهربائي الواطئ   

أما بالنسبة للحد في الجهة اليمنى فيمثل تأثير الاستطارة والذي يتضمن     streaming terms  بحدود الانسياق  (1)الأيسر من المعادلة  
  .[10]الاستطارة القطبية البصرية والسمعية 

مجال كهربائي منخفض فان الإلكترونات لا تمتلك طاقة عالية للانتقال إلى حزم طاقة اعلى في منخفضات طاقة العالية وإنما   تسليط  عند
  م تستخدلهذا السبب لا    [11],[12]طاقة ذات سطوح طاقة كروية   وهي حزمة  Central Valley  ( Γ)تبقى في حزمة طاقة المركزية  

تم في هذه الدراسة أيجاد الصياغة التحليلية لمعادلة بولتزمان في فضاء الزخم عندما تكون الإلكترونات ذات   فوجت.  -هيرنك  تحويلات
اليةمنخفضات طاقة اعلى من منخفض    إلىطاقات واطئة جدا لا تستطيع الانتقال   القطبية البصرية   الطاقة المركزي. وتعد  الاستطارة 

Polar Optical Scattering   [5],[13] هي المهيمنة في حالة المجالات الواطئة. 

كخطوة أولى من اجل    Legendre  Polynomials  متعددة حدود لاجندربدلالة اتساع سلسلة    𝑓(𝑘)يمكن التعبير عن دالة التوزيع  
 [4]: المجال الكهربائيتمثيل حد 

         𝑓(�⃗� ) = ∑ 𝑓𝑛 (𝜀) 𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠 𝜃)∞
𝑛=0                                                                                (2) 

𝑃(𝑛) (𝑐𝑜𝑠  دالة التوزيع للإلكترونات والتي تحدد بحل معادلة بولتزمان و   𝑓𝑛 (𝜀)إذ تمثل 𝜃)  هو معامل متعددة حدود لاجندر، وتمثلɵ  
مجموعة  يتم الحصول على  في معادلة بولتزمان    (2)لمعادلة  عند تعويض ا.  Eوالمجال الكهربائي المسلط    𝑘الزاوية بين متجه الموجة  

 𝑓𝑛    لانهائية من المعادلات التفاضلية المقترنة
′ 𝑠  Infinite Set of Coupled Differential Equations   [8]  تم في هذه الدراسة .

يمكن التعبير  .steady stateباشتقاق معادلة بولتزمان في الحالة المستقرة كهربائي واطئ  معاملات الانتقال للإلكترونات في مجالإيجاد 
في بعد واحد كمجموع للحد الأول والحد الثاني لمتعددة حدود لاجندر مضروبة بمعاملاتها اذ يمكن كتابتها بالصيغة   𝑓𝑘 دالة التوزيع عن 

 : [4] تيةالآ
         𝑓𝑛 (𝑘) = 𝑓𝑜(𝜀) + 𝑘(𝜀) 𝑔(𝜀) cos(𝜃)                                                                      (3)         

يمثل    في حين،   Symmetrical Partالمتماثل من دالة التوزيع    الجزءمعاملات الحد الأول لمتعددة حدود لاجندر وهو     𝑓𝑜(𝜀)  تمثل  
. يكون   [9]الحد الثاني لمتعددة حدود لاجندر معامل  𝑔(𝜀), يمثل   Antisymmetric Partغير متماثل من دالة التوزيعالالجزء الثاني  

cos، أي أن  اتجاه المجال الكهربائي المسلط في المجالات المنخفضة باتجاه متجه موجة الكترون  𝜃 = يمكن كتابة   .  [14],[15]  1
  من حد المجال وحد الاستطارة بالصيغة الأتية: كلبدلالة  (1) معادلة بولتزمان
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(
𝜕𝑓

𝜕𝑡
)
𝐹𝑖𝑒𝑙𝑑

= |
𝜕𝑓(𝑘)

𝜕𝑡
|
𝑐𝑜𝑙𝑙

                                                                              (4) 

بصورة منفصلة لكلا من حد المجال وحد الاستطارة على التوالي.    (4)ولجعل معادلة الانتقال لبولتزمان بصيغة قابلة للحل يتم حل المعادلة  
  إذ يتم البدء باشتقاق تعبير رياضي يصف تأثير المجال الكهربائي على دالة التوزيع.

 :  الأتية بالصيغة (4)يمكن إعادة صياغة المعادلة  
        (

𝜕𝑓

𝜕𝑡
)
𝐹𝑖𝑒𝑙𝑑

= −
𝑒𝐸

ℏ
 ∇𝑘 𝑓 (𝑘)                                                                                   (5)  

 على:    ، نحصل(5)في حد المجال لمعادلة الانتقال لبولتزمان، المعادلة   (3)يتم تعويض المعادلة  .ثابت ديراك  ℏيدعى  
       (

𝜕𝑓

𝜕𝑡
)

 𝐹𝑖𝑒𝑙𝑑

= −
𝑒𝐸

ℏ

𝜕

𝜕𝑘
 (𝑓𝑜(𝜀) + 𝑘𝐸(𝜀) 𝑔(𝜀))                                                            (6)           

معادلة بولتزمان شبه كلاسيكية بتعويض الحد الأول والثاني من متعددة حدود لاجندر يمكن التعبير عن حد الاستطارة من وبنفس الطريقة 
 : تيةوتكتب بالصيغة الآ

        (
𝜕𝑓

𝜕𝑡
)
𝑐𝑜𝑙𝑙

=
𝜕𝑓𝑜

𝜕𝑡
+

𝜕𝑘𝑔(𝜀)

𝜕𝑡
                                                                                         (7)               

 :  [16]التي تعطى بالصيغة الأتية dispersion relationبواسطة علاقة التفريق  kعلى متجه الموجة  اعتماد الطاقة  يعبر عن
        γ(𝜀) =

ℏ2 𝑘2

2𝑚Γ
∗ =  𝜀 (1 +  𝛼 𝜀 + 𝛽 𝜀2 + ⋯)                                                           (8)              

𝑚Γ. وتمثل  2eV)0.050/(  ̶=   و  eV= 0.576/  بالنسبة  لارسنايد الكاليوم فان  
بعد    .  [17]  كتلة الإلكترون اسفل حزمة الطاقة   ∗

المناسبة على كلا من حد المجال وحد الاستطارة التقريبات  وتعويضهم في معادلة بولتزمان شبه كلاسيكية يمكن الحصول على   إجراء 
 المعادلتين الأتيتين:

       (−
𝑒𝐸

ℏ

𝜕𝑓𝑜

𝜕𝑘
)
𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑

+ (
𝜕𝑘(𝐸) 𝑔(𝜀)

𝜕𝑡
)
𝑐𝑜𝑙𝑙

= 0                                                                   (9) 

       (− 𝑒𝐸

ℏ
 
𝜕𝑘𝑔

𝜕𝑘
)
𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑

+ (
𝜕𝑓𝑜

𝜕𝑡
)
𝑐𝑜𝑙𝑙

= 0                                                                         (10) 
  لإيجاد دالة التوزيع(10) على المعادلة    واعتمد.     fيمكن الحصول على دالة التوزيع المضطربة للإلكترون  بحل أي من المعادلتين أعلاه   

دالة التوزيع الكترون   التشويه فيمتماثل. يعطى  الغير  د الاستطارة مع حد المجال بجزئها  المضطربة والتي تمثل الجزء المتماثل من ح
 بالصيغة الأتية: (10)بدلالة زمن الاسترخاء من المعادلة 

         −
𝑒𝐸

ℏ

𝜕𝑓𝑜

𝜕𝑘
−

𝑘𝑔(ℇ)

𝜏
= 0                                                                                             (11) 

 :[7] وتكون بالصيغة الأتية  𝑔(ℇ)على دالة الاضطراب الحصوليتم  chin ruleقانون المتسلسلة  خدامباست
            𝑔(ℇ) = −

𝑒ℏ𝐸𝜏𝑝𝑜

𝑚Γ
∗𝛾′

𝜕𝑓𝑜

𝜕ℇ
                                                                                            (12) 

 . Relaxation Time  تزمن الاسترخاء للإلكترونا 𝜏𝑝𝑜تمثل  

 متماثل من المجال والذي يعطى بالصيغة الأتية:الللحصول على الجزء غير  (10)يتم التحليل الرياضي للحد الأول من المعادلة 
        ( 

𝜕𝑘𝑔

𝜕𝑡
)
𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑

= (−
𝑒𝐸

ℏ
 
𝜕𝑘𝑔

𝜕𝑘
)
𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑

                                                                             (13) 

γ(𝜀)وتقريب طاقة الإلكترون   قانون المتسلسلة    استخدامجراء عمليات رياضية بإوب =
ℏ2 𝑘2

2𝑚Γ
إلى متوسط طاقة للإلكترونات الذي يساوي    ∗

  
2𝛾

3
 : [18],[19] لحصول على الصيغة الأتيةمكن اي
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          ( 
𝜕𝑘𝑔

𝜕𝑡
)
𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑

= −
2𝑒𝐸

3ℏ𝛾
1
2�́�

𝑑

𝑑ℇ
(𝛾3/2𝑔(ℇ))                                                                (14) 

يعبر عن معدل    . بدلالة معدلات الاستطارة إلى الداخل والى الخارج في فضاء  (10)من المعادلة  ويمكن الحصول على حد الاستطارة  
 : [8],[20]فونون القطبي البصري بدلالة المعادلة الأتية -استطارة الكترون 

𝑆(k, k′) =
𝑒2 𝜔𝑜𝑝

8 𝜋2 𝜖𝑜
(

1

k∞
−

1

k𝑜
) (

1

|𝑘−𝑘′|2
) (𝑁 ± 1)𝛿 (ℇ(𝑘′) − ℇ(𝑘) ± ℏ𝜔𝑜𝑝)                     (15) 

تمثل الطاقات عند مستويات     ℇ(𝑘′)  ,ℇ(𝑘)على التوالي و    ةثوابت العزل عند الترددات صفر و ما لانهاي   ∞k𝑜     ,k  من  إذ يمثل كل
تركيز الفونونات البصرية والتي يتم   Nطاقة الفونونات القطبية البصرية و     ℏ𝜔𝑜𝑝على التوالي في حين يمثل    𝑘 و  ′𝑘متجه الموجة  

 :[7][21]انشتاين  وتعطى بالصيغة الأتية  -إيجادها من إحصاء بوز 
         𝑁 =

1

𝑥−1
                                                                                                            (16)   

 بالمعادلة الأتية:  xلمعامل يمكن التعبير عن ا

          𝑥 = 𝑒
 ℏ𝜔𝑜𝑝

𝐾𝐵Τ                                                                                         (17) 
الزمن    على  المعتمدة  الاضطراب  لنظرية  العامة  المعادلة  من  الاستطارة  حد  على  الحصول   - Ordinary Timeيمكن 

Dependent Perturbation theory  [22]    الاستطارة وأجراء عمليات رياضية واستبدال متغيرات التكامل من  وبعد تعويض معدلات
التكامل على كل فضاء الطاقة وبعد فصل المتغيرات يتم الحصول على الصيغة النهائية لحد الاستطارة  فضاء الزخم إلى فضاء الطاقة وتنفيذ  

 والذي يعطى بالصيغة الأتية:
(
𝜕𝑓𝑜

𝜕𝑡
)
𝑐𝑜𝑙𝑙

=
𝑒𝐸0

(2𝑚Γ
∗𝛾(ℇ))

1 2⁄  (
1

𝑥−1
) {[𝑥𝑓0(ℇ+ℏ𝜔𝑜𝑝) − 𝑓0(ℇ)]Ω(ℇ+ℏ𝜔𝑜𝑝)

𝑑𝛾(ℇ+ℏ𝜔𝑜𝑝)

𝑑ℇ
+  [𝑓0(ℇ−ℏ𝜔𝑜𝑝) −

𝑥𝑓0(ℇ)]Ω(ℇ)

𝑑𝛾(ℇ−ℏ𝜔𝑜𝑝)

𝑑ℇ
}                                                                                                   (18) 

 : ][23],[24 بالمعادلة الأتية تمثلو  النمط القطبيلكترون في اقتران ا قوةعن  المؤثر والذي يعبر المجال الكهربائي 𝐸0يمثل  إذ
  𝐸0  =

𝑚𝑒𝜔𝑜𝑝

ℏ𝜖0
  (

1

𝐾∞
−

1

𝐾0
)                                                                                (19)  

 : [19] )بالصيغة الأتية Ω(ℇ+ℏ𝜔𝑜𝑝)و  Ω(ε)يعبر عن كل من   و 

   Ω(ε) = Ln [
𝛾
(𝜀−ℏ𝜔𝑜𝑝)

1
2⁄ +𝛾(ℇ)

1
2⁄

|𝛾
(𝜀−ℏ𝜔𝑜𝑝)

1
2⁄ −𝛾(ℇ)

1
2⁄ |
]                                                                                          (20)       

   Ω(ℰ+ℏ𝜔𝑜) = Ln [
𝛾
(𝜀+ℏ𝜔𝑜𝑝)

1
2⁄ +𝛾

(ℇ)

1
2⁄

|𝛾
(𝜀+ℏ𝜔𝑜𝑝)

1
2⁄ −𝛾(ℇ)

1
2⁄ |
]                                                                                   (21)               

 

(، لمنخفض الطاقة المركزي للفونون القطبي البصري بدلالة 12بدلالة زمن الاسترخاء، المعادلة )   𝑔(ℇ)عند التعويض عن دالة الاضطراب
 :  [13],[17]والذي يمثل بالصيغة الأتية (𝜀)طاقة الكترون 

   𝜏𝑜𝑝 =
(2𝑚Γ

∗ )
1
2

𝑒𝐸0
(
𝑥−1

𝑥+1
)

𝛾1/2

�́�
                                                                                                 (22)  
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التوزيع بسبب عمليات  و  دالة  الزمني لتغير في  المعادلة ) بالتعويض عن المعدل  ( وبعد إجراء مجموعة من  10الاستطارة في 
على معادلة  إخراج الحدود المتشابهة نحصل  و وإعادة ترتيب المعادلة  تقريبات مناسبة للحل وفصل المتغيرات    استخدام عمليات الرياضية و 

 الانتقال النهائية لبولتزمان والتي يعبر عنها بالصيغة الأتية: 

 
√8𝑒𝐸2(𝑥 − 1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥 + 1)

𝛾(𝜀)
2

𝛾′
(𝜀)
3  𝑓′′

(ℇ) +
√8𝑒𝐸2(𝑥 − 1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥 + 1)

(
2𝛾(ℇ)

𝛾′
(ℇ)
2 −

2𝛾(𝜀)
2 𝛾′′

𝛾′
(𝜀)
4 )𝑓′

(𝜀)
  

−({
𝑒𝐸0

(2𝑚1)
1
2(𝑥 − 1)

Ω(ℰ+ℏ𝜔𝑜)}𝛾′
(ℰ+ℏ𝜔𝑜) + {

𝑒𝐸0𝑥

(2𝑚1)
1
2(𝑥 − 1)

Ω(ε)}𝛾′
(ℇ−ℏ𝜔𝑜)) 𝑓(ℇ) 

+
𝑒𝐸𝑂𝑥

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ℇ+ℏ𝜔𝑜)𝛾
′
(ℇ+ℏ𝜔𝑜) 𝑓(ℰ+ℏ𝜔𝑜) +

𝑒𝐸𝑂

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ε)𝛾
′
(ℇ−ℏ𝜔𝑜) 𝑓(ℰ−ℏ𝜔𝑜) = 0  

                                       (23)      

من    كل  يمثل  ′𝑓إذ 
(𝜀)

, 𝑓′′
(ℇ)    عن يعبر  و  للطاقة.  بالنسبة  التوزيع  لدالة  والثانية  الأولى  ′𝛾من     كلالمشتقة 

(ℰ+ℏ𝜔𝑜) 
′𝛾و

(ℇ−ℏ𝜔𝑜)   :بدلالة المعادلات الأتية 
𝛾′

(ℰ+ℏ𝜔𝑜) = 1 + 2α(ℰ + ℏ𝜔𝑜) + 3𝛽(ℰ + ℏ𝜔𝑜)
2                                                               (24) 

𝛾′
(ℰ−ℏ𝜔𝑜) = 1 + 2α(ℰ − ℏ𝜔𝑜) + 3𝛽(ℰ − ℏ𝜔𝑜)

2                                               (25) 
   .في فضاء الطاقة  Second Order Differential Equationهي معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية   (23)المعادلةتمثل  

        Numerical  Formalism of The BTE الصياغة العددية لمعادلة الانتقال لبولتزمان: .2-2

 ت إذ استخدم.  باستخدام الطرائق التحليلية لذلك يتم استخدام الحل العددي في إيجاد دالة التوزيع  (23)لا يمكن حل المعادلة   
ا لتقريب استخدامإن طريقة فروق المحددة العددية من اكثر الطرائق    .Finite Difference Method  (FDM)طريقة الفروق المحددة  

فروق المحددة إذ تعتمد الهو استبدال المشتقة الجزئية لدالة غير معروفة بتقريبات  الطريقةحل المعادلات التفاضلية وتتمثل الفكرة من هذه 
كنظام من    (23)الهدف من تطبيق طريقة معادلات الفروق هي لتقريب المعادلة    إن.   [25],[26]صيغ التقريب هذه على متسلسلة تايلر

يمكن التعبير عن المشتقة الأولى والثانية    .Matrix Methodطريقة المصفوفة    استخداممعادلات الفروق ومن ثم حلها بمجهول واحد ب
 : [10] الأتيةبالصيغة معادلات الفروق  استخداملدالة توزيع الطاقة ب

       
𝜕𝑓

𝜕ℇ
=

𝑓(𝑖+1)−𝑓(𝑖−1)

2∆ℇ
                                                                                                              (26) 

       
𝜕2𝑓

𝜕ℇ2 =
𝑓(𝑖+1)−𝑓(𝑖)+𝑓(𝑖−1)

(∆ℇ)2
                                                                                                       (27) 

من النقاط متساوية البعد والتي تسمى بالعقدة، لتطبيق الحل     Nمقدار التغير بالطاقة. إذ يتم تقسيم مجال الطاقة إلى  تمثل   
. يتم كتابة معادلات من فواصل الطاقة المتساوية وبمقدار فاصلة طاقة    N-1العددي على معادلة بولتزمان التفاضلية الخطية،  أي  

وبالاعتماد على    Matlabالماتلاب    استخدامراسة بالفروق لكل عقدة ومن ثم حل المنظومة عدديا بأعداد برنامج حسابي تم إعداده لهذه الد
لإيجاد    (1)، والاعتماد على الثوابت الموضحة في الجدول(27)و    (26)تحويل المعادلة التفاضلية بكل عقدة بمعادلات فروق المحددة،  

 𝑓𝑖−1والنقطة التي قبلها والنقطة التي بعدها بـ     𝑓𝑖دالة التوزيع الطاقة للإلكترونات. تم التعبير عن دالة التوزيع للكترون عند كل عقدة بـ   
  على التوالي. 𝑓𝑖+1و 
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√8𝑒𝐸2(𝑥−1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥+1)

𝛾(𝜀)
2

𝛾′
(𝜀)
3  (

𝑓(𝑖+1)−𝑓(𝑖)+𝑓(𝑖−1)

(∆ℇ)2
  ) +

√8𝑒𝐸2(𝑥−1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥+1)

(
2𝛾(ℇ)

𝛾′
(ℇ)
2 −

2𝛾(𝜀)
2 𝛾′′

𝛾′
(𝜀)
4 ) (

𝑓(𝑖+1)−𝑓(𝑖−1)

2∆ℇ
 ) −

({
𝑒𝐸0

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ℰ+ℏ𝜔𝑜)} 𝛾′
(ℰ+ℏ𝜔𝑜) + {

𝑒𝐸0𝑥

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ε)} 𝛾′
(ℇ−ℏ𝜔𝑜)) 𝑓(ℇ) +

𝑒𝐸0𝑥

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ℇ+ℏ𝜔𝑜)𝛾
′
(ℇ+ℏ𝜔𝑜) 𝑓(ℰ+ℏ𝜔𝑜) +

𝑒𝐸0

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ε)𝛾
′
(ℇ−ℏ𝜔𝑜) 𝑓(ℰ−ℏ𝜔𝑜) = 0  

                                                                                                                                                (28) 

 

 يتم حل معادلات الفروق عند جميع النقاط )العقد( سوية فنحصل على معادلة بمجهول واحد تعطى بالصيغة الأتية: 
    𝑎𝑖𝑓𝑖 + 𝑎𝑖+1𝑓𝑖+1 + 𝑎𝑖−1𝑓𝑖−1 + 𝑎𝑖+𝑛𝑓𝑖+𝑛 + 𝑎𝑖−𝑛𝑓𝑖−𝑛 = 0                                                   (29) 

𝑖حيث  = 1,2,3,  بالصيغة الأتية: تمثل طريقة المصفوفة التي  استخدامب (29) . يمكن حل المعادلة   ,…
      �̂� 𝑓 = �̂�                                                                                                                              (30) 

ذات كثافة واطئة وذلك لأن عدد العناصر الصفرية يكون  من العناصر والتي تكون    N × Nذات حجم   هي مصفوفة  Aتمثل   
لكل من مصفوفة     𝑎𝑖  ،𝑎𝑖+1    ،𝑎𝑖−1،   𝑎𝑖+𝑛,𝑎𝑖−𝑛تضمن كلا من المعاملات  تو أكبر بكثير من عدد العناصر التي لا تساوي صفرا  

𝑓𝑖تجه لدالة التوزيع الكترون  م       ،𝑓𝑖+1    ،𝑓𝑖−1     ،𝑓𝑖+𝑛     و ،𝑓𝑖−𝑛  .تمثل    على التوالي  𝑎𝑖  ,𝑎𝑖+1  و𝑎𝑖−1     عناصر المصفوفة  معاملات
A بالصيغة الأتيةويعطى كل منها   ي القطر الرئيس على التوال تحتو  فوق القطر الرئيسي ،القطرية: 

       𝑎𝑖 = −
√8𝑒𝐸2(𝑥−1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥+1)

𝛾(ℇ)
2

𝛾′
(ℇ)
3 − ({

𝑒𝐸0

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ℇ+ℏ𝜔𝑜𝑝)}𝛾′
(ℇ+ℏ𝜔𝑜𝑝) − {

𝑒𝐸0𝑥

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ℇ)} 𝛾′
(ℇ−ℏ𝜔𝑜𝑝))                                                                         

                                                                                                                                                (31) 
     𝑎𝑖+1 =

√8𝑒𝐸2(𝑥−1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥+1)

𝛾(ℇ)
2

𝛾′
(ℇ)
3 +

√8𝑒𝐸2(𝑥−1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥+1)

(
2𝛾(ℇ)

𝛾′
(ℇ)
2 −

2𝛾(ℇ)
2 𝛾′′

𝛾′
(ℇ)
4 )                                                    (32) 

     𝑎𝑖−1 = −
√8𝑒𝐸2(𝑥−1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥+1)

𝛾(ℇ)
2

𝛾′
(ℇ)
3 −

√8𝑒𝐸2(𝑥−1)

3𝑚1

1
2𝐸0(𝑥+1)

(
2𝛾(ℇ)

𝛾′
(ℇ)
2 −

2𝛾(ℇ)
2 𝛾′′

𝛾′
(ℇ)
4 )                                                (33) 

,  𝑎𝑖−𝑛في حين أن   𝑎𝑖+𝑛     يمثل متجهات حدود الاستطارة العليا والسفلى والتي يعتمد موقعها في المصفوفة المعاملات𝐴    على  طاقة
 وتعطى بالصيغة الأتية:    ℏ𝜔𝑜𝑝الفونونات   

     𝑎𝑖+ℏ𝜔 =
𝑒𝐸0𝑥

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ℇ+ℏ𝜔𝑜𝑝)𝛾
′
(ℇ+ℏ𝜔𝑜)                                                                           (34) 

    𝑎𝑖−ℏ𝜔 =
𝑒𝐸0

(2𝑚1)
1
2(𝑥−1)

Ω(ℇ)𝛾
′
(ℇ−ℏ𝜔𝑜𝑝)                                                                                    (35) 

  0.001يساوي     ℇوعندما يكون مقدار التغير في الطاقة    𝑒𝑉 0.036تعطي طاقة الفونون استطارة الفونونات القطبية البصرية   
 ,  تكون عند الموقع :(35)و  (34)فان مواقع هذه الحدود، المعادلات 

    𝑛 =
ℏ𝜔𝑜𝑝

∆ℇ
=

0.036

0.001
= 36                                                                                                     (36) 

  ي وكذلك يقع حد الاستطارة السفلى تحت القطر الرئيسمرتبة    36بمقدار    يقطر الرئيساعلى من اليقع حد الاستطارة العليا في المصفوفة    إذ 
 .   (6)الانسيابي المبين في الشكلط ويمكن توضيح حساب دالة التوزيع بالمخط .مرتبة 36بمقدار 
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 . [21]في الدراسة خدامها( قيم الثوابت التي تم است1جدول )
Parameter Value Unit 

Effective mass of  Γ  valley                   (𝑚Γ
∗)   0.65592× 10−31        kg 

Free electron mass                                 (𝑚0)     9.1× 10−31        kg 

Electron charge                                      (e )      1.6× 10−19        C 

Planck constant                                      (ℎ)    6.626× 10−34   m2. kg/𝑠𝑒𝑐 

Boltzmann constant                               (KB)    8.617× 10−5       eV /K 

Non-parabolicity parameter                   (𝛼)           0.576       /  eV 

Non-parabolicity parameter                   (𝛽)         − 0.050 2 eV/        

Low-frequency dielectric constant        (k0)            12.9       ___           

High-frequency dielectric constant        (k∞)           10.92      ___       

Room temperature                                 (T)             300         K 

Polar optical phonon energy                  (ℏ𝜔)            0.036        eV 

Intrinsic carrier concentration                (n)          8× 10−6 3-cm         

Effective  electron field                         (E0)         5.95× 103     Volt/cm 

 
 المناقشة والنتائج:  .3
أولي لحساب   كتقريبدالة توزيع ماكسويل  باستخدام    وذلك  المنخفضةبولتزمان كدالة للطاقة عند المجالات  الانتقال لحل معادلة  تم   

بالاعتماد على  بصيغتها الرياضية التحليلية  معادلة الانتقال لبولتزمان    حلّتإذ  .  GaAsللإلكترونات في شبه الموصل المركب    دالة توزيع
حدين إذ يمثل الحد الأول الجزء المتناظر ويمثل الحد الثاني الجزء غير المتناظر من دالة   لأول حدود لاجندر واخذ التقريب ةاتساع متعدد

لمجالات التي تكون مهيمنة عند اتم حساب الاستطارة القطبية البصرية  فقد    لمعادلة بولتزمان للانتقالحد الاستطارة  التوزيع على التوالي. أما  
حل    تم    if-1و    i+1f  و  ifوإيجاد  فصل المتغيرات  و   طويلة ومعقدةإجراء عمليات حسابية    عدب  .(000)في منخفض الطاقة المركزي    الواطئة 

وذلك  الطاقة    فضاءفي   طريقة المصفوفات  وباستخدام  Finite Difference Methodالفروق المحددة    طريقة  ستخدام المعادلة عدديا  با
 كدالة للطاقة. الانتقال الإلكترونات لبولتزمان  للحصول على دالة توزيع MATLABبلغة حسابي إعداد برنامج ب

 

 دالة التوزيع لبولتزمان المعتمدة على الطاقة: نتائج حسابات  .4
وبتسليط مجالات   K 300عند درجة حرارة الغرفة    GaAsعند دراسة دالة التوزيع الإلكترون كدالة للطاقة في شبه الموصل المركب         

عند الطاقات الواطئة في منخفض الطاقة المركزي )ادنى من فرق الطاقة بين    )  kV/cm ( 5.95 - 0.5كهربائية واطئة ضمن المدى  
Γمنخفضي الطاقة   − L  0.3والتي هي بحدود eV.) 

سلوك الاستطارة القطبية البصرية باعتبارها الية استطارة الأساسية في هذه الدراسة مع الطاقة بدلالة زمن استرخاء والذي   دُرس   
رخاء مع كان هناك زيادة غير خطية في زمن الاست  0.1eVيمثل مقلوب معدلات الاستطارة كدالة للطاقة. ووجدنا انه عند الطاقات إلى  
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وهذا يعني    زمن الاسترخاء ظ استقرارا في منحنينلاح  0.1eVالطاقة إذ أن الكترونات ضمن هذا المدى تفقد طاقتها بشكل كبير أما بعد  
 .(1)مبين في الشكل هو . كما  [17] البحثوكانت هذه النتيجة متفقة مع نتائج  دار الطاقة المفقودة للإلكتروناتنقصان في مق

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 باعتبار منخفض الطاقة المركزي كروية. GaAsكدالة للطاقة  〈𝟎𝟎𝟎〉: زمن الاسترخاء لاستطارة الإلكترونات في منخفض طاقة المركزي  (1)الشكل 
 المجال  ما يكون عنديمكن ملاحظة انه    إذ,  ((a, b and c)2)لالشكواطئة كما مبين في  المجالات  الدالة التوزيع عند    اُحتسبت 

والتي تكون  جدا ويظهر ذلك من خلال دالة توزيع ماكسويل  يكون قليلامتلك طاقات عالية  تالتي    الإلكتروناتعدد    فان  .0E  30يساوي   
الإلكترونات ذات حركة اهتزازية حول مواضع استقرارها لا تسمح لها بالحركة لكون   عندها  تكون و عند قمة التوزيع    جدا  ذات اتساع دقيق
من خلال زيادة في   تكون ملحوظةو  طاقة الإلكترونات فيقليلة حصل زيادة ت E 00.4 إلى. ومع زيادة المجال قليلة جدا طاقة الإلكترونات

الية  هي  مع الفونونات القطبية البصرية    الإلكتروناتاستطارة    كون   إلى  ايعزى هذو قليلا وإزاحته باتجاه زيادة الطاقة    اتساع قمة التوزيع
كما مبين في  المكتسبة من المجال   القليلة  تفقد جزءا من الطاقة   الإلكترونات  ولذلك فان   المهيمنة عند المجالات الواطئة   استطارة غير مرنة

مجال المسلط الانه مع زيادة    إذ،  E 00.5 ما يكون المجالعند  ويمكن ملاحظة أن اتساع دالة التوزيع عند ذروة المنحني  .  (2b)الشكل  
روة  لذ  ضئيلا    ا  ان هناك انحراف. ويلاحظ  تزداد نتيجة لزيادة طاقة الإلكترونات  مرنةالفان عملية استطارة الفونونات القطبية البصرية شبه  

 .[5,8,11] (2c) كما مبين في الشكلالطاقة.  باتجاه زيادةالمنحني 
أن هناك زيادة في     ((a, b, and c)3)لالشكمبين في  هو  كما     E (and 1 0.8 ,0.7)0لاحظ عند زيادة المجال الكهربائي  وي

. كما نلاحظ عند (3a)مع انحراف ذروة المنحني باتجاه مديات الطاقة الأعلى    E 00.7اتساع دالة التوزيع ولطاقات مختلفة عند المجال  
التي  أن هناك زيادة مفاجئة جدا في منحني دالة توزيع مع الطاقة وهذا يعني زيادة كبيرة في عدد الكترونات    E 01و  E 00.8المجالات  

.  (3b,c)تمتلك طاقة كبيرة مع اتساع نسبي في دالة التوزيع العيارية عن دالة التوزيع المتجانسة في حالة التوازن كما مبين في الشكل  
، بصورة E0=5.95 kV/cmوضمن المجالات القليلة، اقل من مجال العتبة    Γوجدنا أن توزيع الإلكترونات في منخفض طاقة المركزي  

 وزيعا ماكسويلا تقريبا. عامة، يكون ت

القطبية   خذ تأثير الاستطارة البصريةأُ معادلة بولتزمان التي حصلنا عليها لحساب دالة التوزيع عند المجالات العالية إذ    وطُبقت 
دالة التوزيع الكترون كدالة للطاقة لشبه الموصل ارسنايد الكاليوم وبتسليط مجالات كهربائية   (4)لالشك  من  ويتبينفقط بنظر الاعتبار.  

، إذ وجدنا أن التوزيع كان غير صحيح  E-(2 (020ولمدى من المجالات العالية    )  kV /cm)0E 5.95 =عالية اكبر من مجال العتبة  
والتي يهيمن عليها الاستطارة ما بين منخفضات    ترونات إلى منخفضات طاقة عاليةوذلك لعدم اخذ كل الاستطارات الناتجة من الانتقال الإلك
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فضلا عن كون تركيب سطوح الطاقة الثابتة بيضويا في منخفضات الطاقة العليا في فضاء الزخم، في    (intervally scattering)الطاقة  
ج إلى تقريب تحويل منخفضات الطاقة إلى سطوح طاقة ثابتة  حين كانت سطوح الطاقة  في منخفض الطاقة المركزي كروية، ولذلك نحتا

 فونك وذلك لتقريب الحل باستخدام اتساع متسلسلة حدود لاجندر. -كروية باستعمال مصفوفة التحويل هيرنك
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

عند مجالات كهربائية   K 300عند درجة حرارة الشبيكة    GaAsلشبه الموصل    〈𝟎𝟎𝟎〉دالة التوزيع الكترون كدالة للطاقة في منخفض طاقة المركزي    (2 ):لالشك 
kV/cm  0E =0.3 E   ,kV/cm   0E =0.4 E     وkV/cm   0E =0.5 E    الأشكال في  التوالي.    a  ،b  ،cمبينة   على 

E0= 5.95 kV /cm) ( . 
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عند مجالات كهربائية    K 300عند درجة حرارة الشبيكة    GaAsلشبه الموصل    〈𝟎𝟎𝟎〉دالة التوزيع الكترون كدالة للطاقة في منخفض طاقة المركزي     (3 ):لالشك 
kV/cm  0E =0.7 E   ,kV/cm   0E =0.8 E     وkV/cm   0E =1 E    الأشكال في  التوالي.    a  ،b  ،cمبينة   على 

E0= 5.95 kV /cm) ( . 



Journal of Education and Science (ISSN 1812-125X), Vol: 32, No: 01, 2023 (56-70) 
 

67 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

للطاقة في منخفض طاقة المركزي (4)ل  الشك  عند   K 300عند درجة حرارة الشبيكة    GaAsلشبه الموصل    〈𝟎𝟎𝟎〉: دالة التوزيع الكترون كدالة 
0E =على التوالي.    a  ،b  ،cمبينة في الاشكال     kV/cm   0=20 EEو     kV/cm 0E =2 E،kV/cm    0E =7 Eمجالات كهربائية  

5.95 kV /cm) ( . 
 



Journal of Education and Science (ISSN 1812-125X), Vol: 32, No: 01, 2023 (56-70) 
 

68 
 

دالة التوزيع الإلكترونات لمديات مختلفة من المجال الكهربائي كدالة للطاقة وعند درجة حرارة الغرفة وجدنا أن المنحنيات   (5)يبين الشكل 
بزيادة ويزداد الانحراف عن الخط المستقيم  E 00.3)أي تصبح غير خطية( عندما كان المجال يساوي  تنحرف عن سلوك توزيع ماكسويل

الانحراف عن توزيع ماكسويل والذي يتمثل بالخط المستقيم كما وجدنا أيضا أنه كلما ازدادت شدة المجال    يعنيالمجال المسلط والذي  
وهذا   الكهربائي المسلط فان المنحنيات تنحرف إلى الأعلى، أي انه عند المجالات الواطئة تكون المنحنيات قريبة من التوزيع الماكسويلي

 .[15],[19]متفق مع دراسات السابقة 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

عند درجة حرارة    GaAsعندما تكون سطوح الطاقة كروية لشبه الموصل    〈𝟎𝟎𝟎〉: دالة التوزيع الكترونات كدالة للطاقة في منخفض طاقة المركزي (5)ل  لشك ا
 . ) K  .= 5.95 kV /cm)0E 300الشبيكة 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 لحساب دالة التوزيع الكترون. : المخطط الانسيابي(6)الشكل                                                  
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 :  Conclusions: الاستنتاجات   5

دى من المجالات  لبولتزمان ولم  شيه الكلاسيكية    باستخدام معادلة الانتقال  GaAsمركب شبه الموصل الل تم دراسة توزيع الإلكترونات  هذا البحث في  
 تم استنتاج ما يأتي:و . وحلها باستخدام الماتلاب   لبولتزمان  التفاضلية -ليةمعادلة التكام العددية لحل  -طريقة تحليلية  استخدمتإذ  كهربائية الواطئة. ال

أما عند المجالات    E 00.1تطارة غير مرنة للمجالات الواطئة جدا اقل من  عند دراستنا لاستطارة القطبية البصرية كدالة للطاقة استنجنا أن هذه الاس  -1
 يحصل فقدان قليل لطاقة الكترون.فإنه العالية  

فان دالة التوزيع التي حصلنا عليه تكون ذات توزيع ماكسويلي. اما    360×360ومن خلال أحد مصفوفة    E 00.3عند المجالات الواطئة جدا الى   -2
في دالة التوزيع واتساع ويصبح توزيع الإلكترونات    قليلا    ا  لاحظنا ان هناك انحراففقد  ،  kV /cm 5.95من مجال العتبة    1- 0.3بالنسبة للمجالات من  

 مقاربا لتوزيع ماكسويل.

ل التي تم الحصول عليها على المجالات العالية وجدنا أن النتائج كانت غير دقيقة وذلك لعدم اخذ كل الاستطارات  عند تطبيق معادلة بولتزمان للانتقا  -3
 التي تدخل في حساب دالة التوزيع عند منخفضات الطاقة العليا 

 

 شكر وتقدير 
كما    .  تسهيل متطلبات البحثوالشكر موصول لعمادة كلية التربية للعلوم الصرفة وقسم الفيزياء للمساعدة في    لجامعة الموصل  نا وامتنانناشكر   قدمن
 البحث.   هذا  في إنجازقيمة  لما أبداه من  ملاحظات حمد صالح لحضرة الدكتور ممتاز م نقدم فائق شكرنا وتقديرناو 
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