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تحلیل الاستقراریة لطبقة رقیقة من بخار دمعة على عدسة لاصقة

**زینة طلال النعیمي*رتینة جاسم العطیوي. د

الملخص

الهدف من هذا البحث هـو تحلیـل الاسـتقراریة لمنظومـة مـن معـادلات تبخـر وجریـان طبقـة رقیقـة 

عدســـة لاصـــقة موجـــودة علـــى قرنیـــة عـــین مـــصابة ل) PrLTF(مـــن الـــسائل الـــدمعي خـــلال الـــسطح الخـــارجي

وهــــذا التحلیــــل تــــم عــــن طریــــق اســــتخدام طریقــــة كــــالاركین )متلازمــــة العــــین الجافــــة(بمــــرض جفــــاف العــــین

(Galerkin) ــــــــــا مــــــــــن ایجــــــــــاد نمــــــــــو الاضــــــــــطراب مــــــــــن عدمــــــــــه وذلــــــــــك بعــــــــــد جعــــــــــل النظــــــــــام اذ تمكن

مــن ثــم ثافــة الغــشاء الــدمعي وزیــادة كفــيتــم إیجــاد المعــاملات التــي تــؤثر إذ( Linearization)خطــي

.التقلیل من عملیة التبخر المسببة لهذا المرض
Stability Analysis of the Evaporation of a Tear Film over a Contact Lens

ABSTRACT
The aim of this paper is to analyes the stability of a system of flow and

evaporation liquid of tear film throw the pre-lens tear film (PrLTF) of contact
lens in eye porous layer which infected by dry-eye (dry eye syndrome) and this
analysis was done by using Galerkin method which enables to find disturbance
growth from it’s nonexistence after making the system linearization we find the
parameters which affect the increase of the density of tear film and as a result
reduces the evaporation operation that cause this disease.

المقدمة- 1

تتكون من ثلاث طبقات ان الطبقة الدمعیة الرقیقة التي تفرش على سطح العین امام القرنیة 

) مخاطیة ، مائیة و،زیتیة ( 
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الطبقة الزیتیة الخارجیة من مجموعة من الغدد الصغیرة الموجودة على حافة جفن العین والعمل تفرز 

سطح العین أثناء الرفیف وتقلیل نسبة تبخر الأساسي لهذه الطبقة هو تسهیل انزلاق الجفن على

الدموع 

منها تكون ما یطلق علیه مجازا % 90الطبقة الوسطى وهي اكبر الطبقات الثلاثة یكون الماء نسبة 

وهذه الطبقة المائیة تفرزها غدد صغیرة متناثرة على الملتحمة وهي غشاء رقیق یبطن ) الدموع ( 

الطبقة تغسل العین وتنظفها من الأجسام الغریبة جفن العین ویغطي مقلة العین وهذه

أما الطبقة الداخلیة فتتكون من مخاط یفرز من خلایا أخرى في الملتحمة وتسمح هذه الطبقة بانتشار 

تلتصق الدموع بالعین الطبقة المائیة على سطح العین وتساعد على بقاء العین رطبة وبدونها لا

ا یؤدي إلى لتمزق فان الطبقة السائلة سوف تتعرض للتبخر وهذفإذا ما تعرضت الطبقة الزیتیة ل

الذي هو اعتلال شائع الحدوث حیث إن الغشاء الدمعي الذي فوق العین حدوث مرض جفاف العین 

التي تكون ا في حالة وجود العدسات اللاصقة یستنفذ ویجعل العین جافة وهذا النظام یكون أكثر تعقید

وهو السائل (PoLTF)سائل الدمعي بین الغشاء الدمعي ما بعد العدسة نفاذة وبذلك تسمح بمرور ال

وهذا هو (PrLTF)وبین الغشاء الدمعي ما قبل العدسة ، الواقع بین سطح القرنیة والعدسة اللاصقة 

السائل الواقع فوق العدسة اللاصقة والمتعرض للهواء وهذا بسبب نضوب السائل تحتها والذي من 

ه التصاق بین العدسة والقرنیة الممكن ان ینتج عن

یسمح بمرور السائل خلال العدسة ویتضمن تأثیرات ةان نموذج الغشاء الدمعي خاص

ان هذا النموذج یوسع العمل على التبخیر الذي ، (PrLTF)التبخیر للغشاء الدمعي ما قبل العدسة 

و (Nong)قبل والعمل على العدسات اللاصقة من(Winter)و (Fitt)و (Braun)قام به 

(Anderson)[5]

إ ن أي نظام ، ومنه نظام معادلات التدفق لطبقة رقیقة من شریحة الصابون مهما كانت 

إذا كانت الإزعاجات أو التأثیرات ) S )Stableفیقال ان الحالة Sطبیعته إذا وجد في حالة ما 

النظام الشمسي على سبیل المثال و كذلك . Sالخارجیة التي یتعرض لها النظام لا تؤثر في الحالة 

موجود حالیا في حالة معتمدة على الزمن ذلك ان الكواكب تدور حول الشمس بصورة منتظمة وفي 

حالة دخول جسم سماوي اضافي صغیر الى النظام الشمسي فان هذا النظام لا یتاثر بصورة مهمة اذ 

اي ان النظام الشمسي مستقر فیما له لا تتأثر الحالة الاصلیة لهذا النظام بالإزعاجات الصغیرة 

[  2  ]علاقة بهذه الإزعاجات 
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النموذج الریاضي - 2

في ) .2(و)1(شكلینكما في اللیكن لدینا طبقة رقیقة من دمعة على سطح خارجي لعدسة لاصقة

ر النظام ثنائي البعد تكون المعادلات التي تحكم الجریان متمثلة بمعادلة الاستمراریة للجریان غی

Heat)ومعادلة الحرارة (Navier- Stokes)ستوكس -قابل للانضغاط ومعادلة نافیرال

equation) المتضمنة درجة الحرارةT والضغطP والسرعةu في الطبقة الخارجیةPrLTF[8]

0<y<h(x,t):-

……..(1)
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)1(شكلال

)2(شكل

اللزوجة و معامل الانتشار الحراري للسائل الدمعي و Kكثافة السائل الدمعي و حیث ان 

التعجیل الارضي 

) Non Dimentional Form(المعاملات والمعادلات اللابعدیة - 3

لغرض إیجاد المعادلات 

)2(شكل 

اللزوجة و معامل الانتشار الحراري للسائل الدمعي و Kو كثافة السائل الدمعي حیث ان 

التعجیل الارضي 

) Non Dimentional Form(المعاملات والمعادلات اللابعدیة - 3

إن افتراض سوف نفرض بعض القیم اللا بعدیة وعلى) 1(لغرض إیجاد المعادلات اللابعدیة للنظام 

مسافة هي dو ، بسبب تأثیر الحرارة Xهي الزاویة الناتجة من ارتفاع سطح المائع عن المحور 

] :4[ثابتة معلومة وكالاتي 
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بالمقارنة بالحد  ًمهملایكون الحد (Lubrication)وعند استخدام  نظریة التزییت 

:وبتعویض الكمیات والقیم اللابعدیة نحصل علىبسبب ان  

…………(2)

:[4]ومعرف كالأتي Reynold's Numberهو حیث أن 

:[4]هو قابلیة توصیل الحرارة ومعرف كالأتي وان 

)sStability Analysi(تحلیل الاستقراریة –4

الآتیةباستخدام المعادلات ًنجزأ كلا من (2)للنظام لغرض تحلیل الاستقراریة

[4] :
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وو وإذ أن 

ي حساب ًتمثل الأجزاء المستقرة وتكون صغیرة جدا مقارنة بالجزء الأخر وهو الجزء المهم ف

و وو الاستقراریة لـ 

ضرب وفصل الحالتین حیث ان أي حد یحوي على حاصل ) 2(في ) 3(وبتعویض 

الاستقراریة بالاضطراب سوف یكون غیر مستقر لذلك فان الحالة المستقرة في كل الكمیات 

فقط أي أن المعادلات كون بدلالة  الموجودة في المعادلات یجب أن ت

:المستقرة ستتمثل بـ 

…………(4)

وعلیه حتى نصف الجریان الأساسي نسبة إلى الاضطراب یجب أن نتحقق من إهمال الحدود 

:خطیة لذلك یمكن كتابة المعادلات غیر المستقرة بالشكل الأتي الغیر 
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:إذ أن الشروط الحدودیة هي 

=1 at y=0     v2=0 at y=0, u2=0 at y=0 ,

y,xالاضطراب الحادث بالاتجاهین - 5

,xلإیجاد الحل لهذه المنظومة من المعادلات ، نتصور ان الاضطراب حاصل بالاتجاهین 

y 2[وأن السعة ثابتة ، یمكن كتابة المعادلات بالصورة الآتیة [
ikxt eeyUU .)(2

a=

ikxteeyPP a)(2 =
ikxt eey .)(2

aqq =

سرعة الموجة وهي a, x, yتمثل قیمة حقیقیة لا بعدیة لطول الموجة بالاتجاهینkإذ أن 

بهذه الحالة a1وأن القیمة الموجبة أو السالبة لـ (a=a1+ia2)(complex)یمة معقدة ق

a1>oفعندما تكون . هي التي تؤدي إلى نمو الاضطراب أو تلاشیه على التوالي 

ikxteeyVV a)(2 =
………..(6)

………..(5)



تحلیل الاستقراریة لطبقة رقیقة من بخار دمعة على عدسة لاصقة

]521[

تكون المعادلات فمنظومةa1<oوعندما تكون (unstable)المنظومة تكون غیر مستقرة ف

] . 2 [(stable)مستقرة 

),(),(),()(كما أن  yyPyVyU q تمثل سعة الموجة(Amplitude functions)

نحصل ) 5(في ) 6(بعد اهمال الحدود الصغیرة وغیر الخطیة بالنسبة للاضطراب وتعویض 

:على 

0)()( =¢+ yVyikU

0)(1)()(][ 1 =¢¢-++ yU
R

yPikyUiku
r

a

0)(1)(1)(][ 1 =¢¢-¢++ yV
R

yPyViku
r

a

0)()(][ 1 =¢¢-+ yayiku qqa

ثم (ik-)ونضربها بـ xوالثالثة بالنسبة لـ yنشتق المعادلة الثانیة بالنسبة لـ ) 7(في النظام 

-:ادلة الناتجة من الجمع نحصل علىنجمع المعادلتین وبتعویض المعادلة الاولى في المع

0)(1)(][)(])(1[ 11 =¢¢¢¢++-¢¢++- yV
ikR

yVikuikyV
R
ikiku

ik
aa

0)()(][ 1 =¢¢-+ yayiku qqa

ikxtea+0¹اذ ان 

:[3]ي أتوكما ی) 8(ى النظام عل(Galerkin method)الان سوف نقوم بتطبیق طریقة كالاركین 

: لتكن 

)sincos()( yBnyAnyV nn
on

ll +=å
¥

=

……….(7)

………(8)
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yByAyV ll sincos)( +=

الحد النموذجي هو 

0sin)1(1
sin)(

00)0(0

==Þ=
=\

=+=Þ=

l
l
BVy

yByV
AVy

(trivial solution)یمكن الحصول على الحل الصفري 

plعندما  n=

å
¥

=

=
on

n ynByV )sin()( p

وبنفس الطریقة یمكن كتابة 

å
¥

=

=
on

n ynDy )sin()( pq

),()(وبتعویض  yVyq نحصل على ) 8(في

0)sin()sin(][

0)sin()sin(][)sin(])(1[

2
1

4

11
2

=++

=++-++--

ynDanynDiku

ynB
ikR
nynBikuikynB

R
ikiku

ik
n

nn

nnn

ppa

ppapa

:هوR1(Residual)المتبقي 

å
=

++-++--=
p

n
n ynB

ikR
nikuik

R
ikiku

ik
nR

1

4

11
2

1 )sin(]][])(1[[ paa

وكذلك 

å
=

++=
p

n
n ynDanikuR

1

2
12 )sin(][ pa

ymمتعامد مع (Residual)بما ان المتبقي  )sin( p

اذن

ò =
1

0
1 0)sin(}{ ymR p

……..(9)
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ò =
1

0
1 0)sin(}{ ymR p

nnتمثل معادلات جبریة متجانسة عند ) 9(اذ ان  DB مة اكثر یمكن كتابة ءللملا.,

dyymyn
ikR
nikuik

R
ikiku

ik
nmnX )sin()sin(]][])(1[(),(

1

0

4

11
2

1 ppaaò ++-++--=

dyymynanikumnY

mnY
mnX

)sin()sin(][),(

0),(
0),(

1

0

2
12

1

2

ppaò ++=

=
=

حیث ان  

m=1,2,3,…..n

X1,X2,Y1,Y2هي مصفوفات مربعة والتي تنشئ المصفوفة المربعة X

)10(............
22

11
ú
û

ù
ê
ë

é
=

YX
YX

X

nnتبین أن الثوابت ) 9(المعادلة  BD تحقق المعادلات الجبریة المتجانسة ,

0),(),( 11 =+ nn DnmYBnmX

0),(),( 22 =+ nn DnmYBnmX

أو بالمصفوفات التي بالشكل 

)11(............
0
0

22

11
ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é
ú
û

ù
ê
ë

é

n

n

D
B

YX
YX

هذا كما هو معلوم الخطیة المتجانسة ومن المعادلات الجبریةاًتمثل نظام) 11(المعادلة 

تالنظام له حل إذا وفقط إذا كان

0=x

npإذ ان ، (p x p)هي مصفوفة مربعة Xالمصفوفة  2=
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++--+

++--+

=

aiku
aiku

ikR
ikuik

R
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iku
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ikR
ikuik

R
ik

iku
ik

X

41000
0100

00
16

)1(
4

)1(
4

0

000
1

]1[)1(
1

a
a

aa

aa

2121إذن كل من المصفوفاتn=2ذختالآن لن ,,, YYXX 2هي برتبةx2

) والتي تعطینا نتائج متكافئةn<2یار یمكن اخت(

: ي أتوكما ی4x4یجب أن تكون Xإذن 

یمكن حساب MATLAB [3]وباستخدام برنامج في نظام ال 

1 .X

:ي أتیوكما aبالنسبة لـ X=0حل المعادلة . 2

اما

1
1 iku
R
--=a

R
1

1 -=a

او

1
4 iku
R
--=a

[ ][ ] 0411
16

)1(
4

)1(
41

]1[)1(
1

=++++++--+++--+ úû
ù

êë
é
úû
ù

êë
é aikuaiku

ikR
ikuik

R
ik

iku
ikikR

ikuik
R
ik

iku
ik

aaaaaa



تحلیل الاستقراریة لطبقة رقیقة من بخار دمعة على عدسة لاصقة

]525[

R
4

1 -=a

او

1ikua --=a

a-=1a

او

14 ikua --=a

a41 -=a

الحالة الاولى

1a<0 عندما تكون قیمةR>0 [4]وهذا یؤدي الى استقراریة النظام

الحالة الثانیة 

1a<0 عندما تكون قیمةa>o [4]وهذا یؤدي الى استقراریة النظام

الاستنتاجات- 6

جدنا ان شریحة الدمع تضمحل خطیا حتى تصل الى حالة الاستقرار التي بعد تحلیل مسألتنا و

زن تأثیر التبخر عندها یجتاز السائل الدمعي السطح الداخلي خلال العدسات اللاصقة حتى یوا

ارتفاع الحالة فيله التأثیر الاكبر aالمعامل . ارتفاع الحالة المستقرةفيومع ذلك لایؤثر 

لمستقرة لشریحة الدمع وزیادة سرعة المائع خلال العدسة اللاصقةا
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